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1. Einleitung

Gegenstand der Forschung auf dem Gebiet der Teilchenphysik sind die Struktur und die Phéno-
mene der Wechselwirkungen (WW), die die uns umgebende Welt prigen. Vier verschiedene WW,
die Gravitation, die elektromagnetische WW, die schwache WW und die starke WW koénnen heu-
te unterschieden werden. Allen gemeinsam ist die Vorstellung, dafl die Bausteine der Materie,
sogenannte Fermionen, iiber Austauschteilchen, sogenannte Bosonen, die die Art der WW cha-
rakterisieren, abstolende und anziehende Krifte aufeinander ausiiben. Ein Fermion sendet dabei
ein Boson aus, das dann von dem anderen Fermion absorbiert wird und so die Energien und
Impulse beider Fermionen &dndern kann.

Ausgerechnet die schwiichste WW, die Gravitation, ist wegen der grofien Masse der Erde und
der bemerkenswerten Tatsache, dafl nur anziehende Kréfte durch diese WW vermittelt werden,
stindig spiirbar und am ldngsten bekannt. Auf dem Niveau kleinster Teilchen im atomaren
und subatomaren Bereich wirkt sich die Gravitation allerdings kaum aus und wird deshalb im
folgenden nicht weiter betrachtet.

Die elektromagnetische WW ist, zunéchst getrennt in elektrische und magnetische WW,
ebenfalls seit langem bekannt. Ende des 19. Jahrhunderts wurden die elektrische und die ma-
gnetische WW als Teil einer universellen elektromagnetischen WW, deren Austauschteilchen
das Photon ist, erkannt und vereinigt. Chemische Prozesse und atomare Bindungen beruhen
auf dieser WW. Die Quanten-Elektro-Dynamik (QED), die auf der Ebene elementarer Teilchen,
wie Elektronen, Positronen und Photonen, die Phénomene der elektromagnetischen WW be-
schreibt, stellt eine der erfolgreichsten Entwicklungen in der Physik Mitte des 20. Jahrhunderts
dar. Vorhersagen der QED erreichen Genauigkeiten von bis zu 1072 und konnten mit Prézisi-
onsexperimenten immer wieder bestétigt werden.

Seit der Entdeckung der Radioaktivitit ((3-Zerfall) und den ersten theoretischen Ansitzen,
um sie zu beschreiben (1933), ist die Theorie der schwachen WW bis in die 80er Jahre dieses
Jahrhunderts hinein stéindig weiterentwickelt worden. 1983 gelang der UA1-Kollaboration der
Nachweis der schweren Austauschteilchen der schwachen WW, nimlich der W+-, W—- und Z°-
Bosonen. Bereits 1967 sind diese Austauschteilchen im Rahmen eines Modells, das die elek-
tromagnetische und die schwache WW zu einer elektro-schwachen WW vereinigt, vorhergesagt
worden, und die Entdeckung dieser Teilchen 16 Jahre spéter stellte einen eindrucksvollen Beleg
der Giiltigkeit dieser Theorie dar.

Gegenstand dieser Arbeit ist die starke WW, die seit den 30er Jahren dieses Jahrhunderts
erforscht wird. Ihr Name stammt aus der Kernphysik, die die Frage zu beantworten hatte, welche
Kraft die gleichnamig geladenen Protonen im Atomkern zusammenhilt. Wahrend zunéchst das
aus der Hohenstrahlung bekannte m-Meson als Austauschteilchen der starken WW galt, konnte
das 1964 postulierte Quark-Modell, in dem die bis dahin als elementar geltenden Kernbausteine
Proton und Neutron Bindungszustinde sogenannter Quarks sind, die durch 8 masselose Aus-
tauschteilchen, den Gluonen, so stark gebunden sind, dafl die Restwechselwirkung, die benach-
barte Nukleonen im Kernverband aufeinander ausiiben, ausreicht, um die Stabilitit der Kerne
zu erkliaren, durch die Entdeckung von Substrukturen im Proton bestétigt werden. Die Ent-
deckung des J/iy-Mesons 1974, das nur durch die Annahme der Existenz eines weiteren Quarks,
dem ,,Charm“-Quark, als Bindungszustand dieses Quarks und seines Antiteilchens erklart wer-
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den konnte sowie die Entdeckungen des , Bottom“-Quarks 1977 und des ,, Top“-Quarks 1994
haben zur Komplettierung des Quark-Modells gefiihrt, das nun sechs verschiedene Quarksorten
kennt. Im Unterschied zu anderen elementaren Fermionen, sind die Quarks allerdings nicht frei
beobachtbar, sondern treten immer in Bindungszustéinden mit einem Antiquark (Mesonen) oder
zwei anderen Quarks (Baryonen) auf. Die Quanten-Chromo-Dynamik (QCD) ist, &hnlich wie
die QED fiir die elektromagnetische WW, die Theorie der starken WW zwischen den Quarks
und Gluonen. Das Pendant zur elektrischen Ladung ist in der QCD die sogenannte Farbladung,
die in drei verschiedenen Qualitdten, die man willkiirlich nach den drei Grundfarben Rot, Griin
und Blau benannt hat, auftritt. Die Tatsache, dafl Quarks stets in Bindungszustdnden auftreten,
148t sich mit dieser Nomenklatur fiir die Ladungszusténde der starken WW dadurch ausdriicken,
daf3 alle frei existierenden Teilchen oder Zusténde farbneutral sind.

Nach dem sogenannten Standardmodell der Elementarteilchenphysik kann man die funda-
mentalen Bausteine der Materie in folgendem Schema darstellen:

Fermionen Bosonen
~y W+ A G
Familie 1 2 3 Wechselwirkung
Leptonen Ve )y, Y/, r /L x % (1.1)
eR o TR X X
d’ s/ b’ X X X X
Quarks L L L
UuR CR, trR X X X
dg Sk bi X X X

Quarks und Leptonen sind in drei Familien aufgeteilt, die sich im wesentlichen durch ihre Mas-
sen unterscheiden. Die Mitglieder der leichtesten Familie (e™, ve, u, d) sind die Bausteine der
,hormalen“ Materie. Die Mitglieder der schwersten, dritten Familie und der zweiten Familie sind
(bis auf die Neutrinos!) instabil und miissen entweder kiinstlich erzeugt werden oder sind in der
kosmischen Hohenstrahlung, die bei hochenergetischen Prozessen im All entsteht, nachweisbar.
Das Schema zeigt die Aufteilung der Teilchen in die Eigenzustdnde der schwachen WW. Die
Quarks d’, s’ und b’ sind dabei gemischte Zustinde aus den Massen-Eigenzustinden d, s und
b. Die geladenen Austauschteilchen der schwachen WW koppeln nur an die ,linkshindigen*
Zustiande der Fermionen, die sich fiir Leptonen und Quarks in Dublets (hier durch den Index
,L* dargestellt) einteilen lassen. Die ,rechtshéindigen* Partner der Fermionen sind daher in Sin-
gulets (mit dem Index ,R“) angeordnet. Zusténde in einem Dublet gehéren zum sogenannten
schwachen Isospin 7' = 1/2, unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen der dritten Isospin-
komponente T3 = £1/2 und haben sonst die gleichen Eigenschaften in Bezug auf die schwache
WW. Der Singuletzustand entspricht dem schwachen Isospin 7' = 0. Die Kreuze auf der rechten
Seite von (1.1) stehen fiir eine mogliche Kopplung eines Fermions aus einer beliebigen Familie
mit einem Photon, W*-Boson, Z°-Boson oder Gluon. Photonen koppeln nur an geladene Fermi-
onen, W-Bosonen nur an linkshéndige Fermionen, Z°-Bosonen an alle Fermionen und Gluonen

! Hier wird von dem Fall ausgegangen, da8 die Neutrinos keine Masse haben.



nur an Quarks. Die Stirke, mit der die Bosonen an die Fermionen koppeln, ist entscheidend fiir
die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Prozef3 dieser Art auftritt. Findet die WW {iber ein Pho-
ton statt, ist die Kopplungskonstante o ~ 1/137 der QED der relevante Parameter. Die hohe
Masse der Austauschbosonen der schwachen WW, deren Kopplungskonstante im Rahmen der
elektroschwachen Theorie ebenfalls durch « gegeben ist, reduziert bei Energien unterhalb dieser
Masse die Wahrscheinlichkeitsamplitude eines schwachen Prozesses gegeniiber der Amplitude
eines vergleichbaren elektromagnetischen Prozesses. Bei der Energie /s ~ 1 GeV ergibt sich aus
dem Verhéiltnis beider Amplituden eine effektive Kopplungskonstante der schwachen WW von
Qweak ~ 1-107°. Der Wert der Kopplungskonstanten « der starken Wechselwirkung betrigt bei
dieser Energie etwa ag ~ 0.6.

Da die Quarks nicht als freie Teilchen beobachtbar sind, ist die Messung der starken Kopp-
lungskonstanten nur indirekt moglich. Das schwerste der drei geladenen Leptonen, das 1975
entdeckte 7-Lepton, bietet eine solche Moglichkeit. Anders als die geladenen Mitglieder der
leichteren Leptonfamilien, ist das 7-Lepton bereits schwer genug, um in Bindungszustédnde aus
einem Quark und einem Antiquark zerfallen zu kénnen (sogenannte hadronische Zerfélle). Der
Zerfall geschieht zunéchst durch die schwache WW und wird erst durch die starke WW der
Quarks im Endzustand zu einem Prozef}, mit dem sich QCD-Parameter messen lassen.

In dieser Arbeit werden die Einfliisse der QCD auf hadronische 7-Zerfille untersucht. Die
H#ufigkeit, mit der ein Zerfall in ein Hadron einer bestimmten Masse erfolgt, gibt Aufschlufl iiber
die Resonanzen, die den Bindungszusténden der Quarks entsprechen. Die QCD &ndert aber nicht
nur die Form der Massenspektren, sondern auch die gesamte Zerfallsrate. Aus der Abweichung
der Anzahl der insgesamt stattfindenden Zerfille von der erwarteten Anzahl fiir den Fall, daf}
die Quarks nicht stark miteinander wechselwirken, kann dann die Kopplungskonstante «g der
QCD bei der 7-Masse bestimmt werden. Betrachtet man das Verhéltnis R, der hadronischen
Zerfallsbreite I'(7 — v;Hadronen) des 7-Leptons und der rein leptonischen Zerfallsbreite I'(T —
vreve), fallen durch die Quotientenbildung alle multiplikativen Terme der elektro-schwachen
WW weg, und es resultiert eine dimensionslose Observable, in die im wesentlichen die Griéfle der
starken Kopplungskonstanten eingeht.

Inklusive Observablen wie die hadronische Zerfallsrate R, sind bis zur dritten Ordnung in
a berechnet worden. Aufler von dem perturbativen Parameter ag hingt R, von nicht-perturba-
tiven Korrekturtermen ab, die die Form der spektralen Momente von R, (gewichtete Integrale
iiber dR./ds, wobei /s die Masse des hadronischen Systems ist) &ndern. Die mit diesen Termen
verbundenen theoretischen Unsicherheiten kénnen vermieden werden, wenn man die spektra-
len Momente von R, mifit und «g zusammen mit den nicht-perturbativen Termen aus einer
Anpassung von QCD-Rechnungen an die Momente bestimmt.

Ein besonderes Merkmal der Kopplungskonstanten der drei WW ist, daf} sie energieabhéngig
und keineswegs konstant sind, wie ihr Name verspricht. Je kleiner die Energieskala eines be-
trachteten Prozesses ist, um so kleiner wird aqgp, wéhrend ag immer gréfler wird. Die Ener-
gieabhéingigkeit (das ,Laufen“) von ag fiir Energieskalen unterhalb der 7-Masse kann ebenfalls
in hadronischen 7-Zerfillen getestet werden, da die Energie, die das im 7-Zerfall entstehende 7-
Neutrino erhélt, unterschiedliche Werte zwischen ~ 0 und ~ m., annehmen kann, so daf} die den
Quarks zur Verfiigung stehende Energie zwischen ~ m., und ~ 0 variiert.

Wiéhrend R, préazise aus den leptonischen Verzweigungsverhéltnissen des 7-Leptons und
der Lebensdauer des Taus berechnet werden kann, erfordert die Bestimmung von dR;/ds die
Messung der invarianten Masse des hadronischen Systems im Endzustand. Die exklusive Re-
konstruktion aller hadronischen Endzustédnde, die im 7-Zerfall auftreten, ist daher notwendig.
Insbesondere sind neutrale Pionen, die in zwei Photonen zerfallen, kinematisch zu rekonstruieren,
um die Massen der Hadronen, die in geladene und neutrale Pionen zerfallen, zu berechnen.

In dieser Arbeit wird eine Analyse vorgestellt, in der Daten, die mit dem OPAL-Detektor bei
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LEP an der Z°-Resonanz aufgezeichnet wurden, benutzt werden. Die Analyse beinhaltet Mes-
sungen der differentiellen Zerfallsraten dR, v 4 /ds fiir die Vektor-Zerfille (V) und Axialvektor-
Zerfille (A) des Taus und ihrer spektralen Momente.

Die gemessenen Momente werden benutzt, um QCD-Vorhersagen an die Daten anzupas-
sen, wobei die starke Kopplungskonstante ag(m?2) und Parameter der nicht-perturbativen QCD
extrahiert werden.

Die differentiellen Zerfallsraten kénnen in die Spektralfunktionen des Vektor- und Axialvek-
torstroms, v(s) und a(s), umgerechnet werden. Sie dienen dem Test von QCD-Summenregeln an
der 7-Massenskala, indem die experimentell gefundenen Werte mit den Vorhersagen der QCD
verglichen werden.

Die theoretischen Grundlagen fiir die Berechnung inklusiver Observablen in hadronischen 7-
Zertfillen werden in Kapitel 2 dargestellt. Nach einer kurzen Beschreibung des OPAL-Detektors
in Kapitel 3 wird die Rekonstruktion von Photonen aus Zerféllen neutraler Pionen, die in dieser
Analyse entwickelt worden ist, in Kapitel 4 vorgestellt. Die Selektion hadronischer 7-Zerfille
ist Gegenstand des 5-ten Kapitels. Die Entfaltung der gemessenen Spektren von der endlichen
Auflosung des Detektors wird in Kapitel 6 beschrieben. Die gemessenen und entfalteten Spek-
tren sowie deren Anwendungen werden in Kapitel 7 diskutiert. Im Abschnitt 7.1.2 wird die
Behandlung systematischer Fehler, die bei der Rekonstruktion der Spektren auftreten, geschil-
dert. Die gemessenen Spektralfunktionen werden in Abschnitt 7.2 vorgestellt. Im Anschluff an
Abschnitt 7.3, in dem die Momente von R, prisentiert werden, behandeln die Abschnitte 7.4
und 7.5 die Bestimmung der starken Kopplungskonstanten ag bei der 7-Masse sowie die Extra-
polation zur Z-Masse und das ,,Laufen® von «g. Die Messung nicht-perturbativer Korrekturen
ist Thema des Abschnitts 7.6. Ein Vergleich der Resultate mit den Ergebnissen anderer Experi-
mente ist in Abschnitt 7.7 zu finden. Die Anwendung der Spektralfunktionen in Form von QCD-
Summenregeln wird in Abschnitt 7.8 diskutiert. In Kapitel 8 wird schlieffilich die Analyse kurz
zusammengefaflt.



2. QCD in T-Zerfallen

Das 7-Lepton ist aufgrund seiner hohen Masse m, = (1777.00 fggg) MeV [1] das einzige Lepton,

das sowohl leptonisch (7~ — v,177}) als auch hadronisch (77 — v;h™) zerfillt. Vergleicht
man das Verhéltnis der Zerfallsraten I'(7~ — v;h™) und I'(7~ — v,;e 7,), erwartet man im
naiven Partonmodell, in dem statt des Hadrons zwei freie Quarks im Endzustand auftreten,
daf}, entsprechend der Anzahl der Farben, hadronische Zerfille dreimal haufiger stattfinden als
der Zerfall in ein Elektron und Neutrinos. Tats#chlich ist das Verhéltnis

R, = - : (2.1)

wenn man fiir die Verzweigungsverhéltnisse des Taus in die Endzustéinde Elektron und Neu-
trinos, B, sowie Myon und Neutrinos, B,,, die aktuellen Weltmittelwerte einsetzt [1], mit
R; = 3.635 £ 0.030 deutlich gréfler als der naiv erwartete Wert R; naiv = 3. Die Abweichung
von etwa 20 % ist auf die im Partonmodell vernachlissigten QCD-Strahlungskorrekturen und
den Ubergang der Quarks in Hadronen zuriickzufithren. Dabei ist die Masse des Taus, die die
Skala fiir die relative Stérke der perturbativen Strahlungskorrekturen einerseits und der nicht-
perturbativen Hadronisierungseffekte andererseits festlegt, grofl genug, um R; dominant mit
storungstheoretischen Methoden beschreiben zu kénnen, wihrend der Anteil nicht-perturbati-
ver QCD-Effekte in R, klein bleibt, und klein genug, um andererseits sensitiv auf QCD-Effekte
zu sein. Wire das 7-Lepton z.B. so schwer wie das Z°-Boson, reduzierte sich der Effekt der
QCD-Strahlungskorrekturen auf etwa 5%. Die Energieskala, an der QCD-Prozesse nicht mehr
durch perturbative Methoden beschrieben werden kénnen, kann mit dem QCD-Skalenparameter
A = 250 MeV in Verbindung gebracht werden. Fiir QCD-Prozesse, in denen der Energieiibertrag
nahe A ist, bricht die Storungstheorie zusammen, da der Entwicklungsparameter der Stérungs-
reihe, die Kopplungskonstante, gegen Unendlich strebt. Die 7-Masse ist bereits grof§ genug, um
die Konvergenz der Stérungsreihe zu gewéhrleisten und eine prézise Messung der starken Kopp-
lungskonstanten as zu ermoglichen [2-6].

Die folgenden Abschnitte enthalten eine kurze Beschreibung der theoretischen Aspekte in
hadronischen 7-Zerféllen sowie der Observablen, die zur Messung von «g und einiger nicht-
perturbativer QCD-Parameter benutzt werden.

2.1 Hadronische T-Zerfille

In hadronischen 7-Zerféllen manifestiert sich der Einfluf§ der QCD in Abweichungen vom naiven
Partonmodell und erlaubt damit letztlich eine Messung von as. Um die QCD-Korrekturen von
R, zu bestimmen, mufl man das Verhéltnis der Zerfallsbreiten fiir den hadronischen und den
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rein leptonischen Tau-Zerfall berechnen:

Hadronen™

wobei d’ = d cosf¢ + s sin ¢ das mit dem schwachen Mischungswinkel 6¢ gemischte Quark aus
den Massen-Eigenzusténden d und s ist. Der Nenner hat in der niedrigsten Ordnung (d.h. ohne
elektroschwache Strahlungskorrekturen) den Wert:

Gim?>

P (17 = vre 7o) = 75 = 4.0492- 1079 GeV, (2.3)

mit der aus der u-Lebensdauer bestimmten Fermi-Konstanten Gp = 1.16639 - 107° GeV~2 [1],
die als effektive Kopplung von 4 Fermionen den exakten W-Propagator ersetzt, wenn der Ener-
gieiibertrag der betrachteten Reaktion deutlich unter der W-Masse liegt. Das fiir den Zihler
relevante Matrixelement kann durch die Wechselwirkung eines leptonischen und eines hadroni-
schen Stroms beschrieben werden:

_Gr
V2
Der hadronische Endzustand ist durch h™ gegeben, und V;; ist das entsprechende Element der

CKM-Matrix (Vg fiir nicht-seltsame Zerfille und Vi fiir seltsame Zerfille). Der leptonische
Strom ergibt sich aus der V—A-Struktur der schwachen Wechselwirkung zu:

M(T~ = vho) \Vij| L H™. (2.4)

L, =y, vu(1 —75)ur, (2.5)

und den hadronischen Strom kann man durch die Erzeugung eines Hadrons aus dem QCD-

Vakuum durch einen Erzeugungsoperator jL(CIJ) beschreiben:

H" = (1] ((0))"|0). (2.6)

Aus der V—A-Struktur der schwachen Wechselwirkung folgt auch fiir den hadronischen Strom

die Aufteilung:
(@) = () - 0 (2). (2.7)
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Die sechsfach differentielle Zerfallsbreite des Taus in Hadronen ergibt sich dann nach Summie-
rung iiber die moglichen Spineinstellungen des Neutrinos s, sowie iiber alle méglichen hadro-
nischen Endzustdnde h und Mittelung iiber die Spineinstellungen des Taus s, zu:

6 2 46
d°T = 2E 3 Z > IM[2d%, (2.8)

Sr,Sur  h

wobei F, die Energie des 7-Leptons ist und der Phasenraum durch d%¢ gegeben ist. Setzt man
den leptonischen Strom (2.5) in das Matrixelement ein und fiihrt die Spinsummierung aus, folgt:

a0 = Gi\VFL H"™ 4% (2.9)
2m, 2 YT ’ '
mit dem leptonischen Tensor
L, =4 [p,upllj - g,ul/pp, + pup:,, - ieul/)\apkpm} ) (2.10)
dem hadronischen Tensor
H™ =% (0]3*(0)[h) (b ((0))"|0) (2.11)
h

und dem Phasenraumelement
1 d3p/ 1 d3p”

6 9 dcde 1N - )

(2.12)

Hier ist p = (m,,0,0,0) der Viererimpuls des Taus im Ruhesystem des 7-Leptons, p’ der Vie-
rerimpuls des Neutrinos und p” der Viererimpuls des hadronischen Systems. Um die Integration
iiber den Phasenraum auszufithren, wird zunéchst die Deltafunktion in Integralform geschrieben
und die Translationsinvarianz des hadronischen Stroms ausgenutzt:

(2m)* 5 (p — p' — 1) (017(O)Ih(p"))
= [atae e 0l ) h))
— [dleem Q@) mitg=p-p.  (213)

Der leptonische Tensor hingt nicht von p” ab, so da§ nur H*¥ iiber den hadronischen Phasen-
raum integriert werden muf:

1 d3 "
i [ o @) 6 = ) H

2m)3 ) 2p]
i 1 d3p” .
= [dteenm 0@) Y g [ S 6o o
h Po

N /d%eiqx (0L* () (7 (0))" [0). (2.14)

Der Ausdruck (2.14) hiingt nur noch vom Impulsiibertrag ¢ = p — p’ ab und kann in Lorentz-
Kovarianten zerlegt werden:

@) = [ dlae o)) (G0 o)

= (¢"¢" — 9" *)pM () + ¢"a" p V(). (2.15)
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In den skalaren (reellen) Funktionen p()(¢?) fiir die Spinzustinde J = 1 und .J = 0 ist die QCD-
Struktur des hadronischen Endzustands enthalten, wobei iiber alle Groflen aufler dem Quadrat
der Masse des hadronischen Systems integriert worden ist. Setzt man dieses Ergebnis in (2.9)
ein und kontrahiert alle Vierervektoren erhélt man:

1 G% ’21d3’

T = ;
2m, 2| I 2pr (2m)3

4 ([2pua" va" + o™ V(@) + 200" D" — 20| 1O ()

GE,., o 1 a3
= ’ Visl® 5 3 X
mr Dy (27)
(m2ph(3ms — 4pp) PV (®) + mip oV (a?)) (2.16)

Da die Flugrichtung des Neutrinos hier nicht mehr explizit eingeht, kann iiber die Winkel €/
integriert werden:
1 &% pfdppd®Y Po_ g 1

q
N 7d —77(1 2.1
27)3 2p! 2ph (2m)3 9m)2 PO 2m)2  4m?2 € (2.17)
0 0

wobei im letzten Schritt die Energie des Neutrinos durch ¢? ausgedriickt worden ist, da im
Ruhesystem des 7-Leptons gilt: ¢> = (p — p')? = m2 — 2m,pj. Das Resultat fiir die hadronische
Zerfallsbreite lautet dann:

m2

r Gim Qqu q22
_322|U‘/m2 1_m7$

0

<1+2§;> PV (g + p9(q 2)1 . (2.18)

Der enge Zusammenhang dieser Zerfallsbreite mit der sogenannten Vakuumpolarisation, also der
Einsetzung einer Schleife (von z.B. Fermionen) in einen Propagator (z.B. den W-Propagator), ist
bereits in Gleichung (2.15) zu sehen. Die Vakuumpolarisation ist ndmlich durch das zeitgeordnete
Produkt der Operatoren j* und (j*)7 gegeben (siehe z.B. [7]):

m(g) = i / dt o (O|T (j# () (7(0))1) 10)
= (¢"¢" — 9" TV(P) + ¢"¢" TV (). (2.19)

Hier sind die Funktionen II komplexwertig, und der Zusammenhang zwischen p und II kann
mit dem optischen Theorem abgeleitet werden, wie im folgenden niher ausgefiihrt wird.

In Gleichung (2.15) ist wegen der Energieerhaltung gy immer positiv, und die rechte Seite
darf um die Funktion 6(qq), die fiir positive gy den Wert 1, sonst den Wert 0 hat, ergéinzt werden:

P = [ dteen 0 @) () 0

= [(@"¢" = 9 a*)p M (¢*) + ¢"¢"p(¢*)] 0(q0)- (2.20)
Analog folgt fiir den in der Zeit riickwérts laufenden Prozef:
P = [ dteen (o)) @)

= |@'¢" =)@ + d"¢" ()] 0(~q0). (2.21)
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Spaltet man das zeitgeordnete Produkt in der Vakuumpolarisation (2.19) auf, erhdlt man fol-
gende Amplitudensumme im Ortsraum:

O[T (5 (x) (7(0))) |0)
= {010(x0)j" () (7" (0)" + 0(~=0) (7" (0))" *()[0)- (2.22)
Um wieder in den Impulsraum zu kommen, wird eine Faltung der Fourier-Transformierten der

6-Funktion mit den schon bekannten Fourier-Transformierten p!” benétigt. Dabei gilt fiir die 6-

Funktion: )
+1

0.(q) = / e &' (ko) = (2m)" () -

(2.23)
Die Fouriertransformation von (2.22) ist dann das Faltungsintegral:

" (q) = (a—d") P’ (d) + ©_(¢—¢) p""(d))

17 0(q, 0(—q
_ —/dq6< (q/O) _ ( /QO) ) «
27 ) o — gp +1t€  qo— qp — i€

(@' = ")V 0?) + pp 0O (7)) (2.24)

mit p = (¢4, q)-

Das optische Theorem verkniipft nun den Imaginérteil dieser Amplitude mit dem hadronischen
Tensor p*”, der in der Zerfallsbreite des 7-Leptons steht:

2TmII™ (q) = i (1" (q))* — ill"(q) = p"*(q)- (2.25)

Um dies zu zeigen, muf} (2.24) in (2.25) eingesetzt werden:

2 ImIT* (q)
__ioo / 2ie wov v, 2\ (1), 2 w, v (0)7,.2
- T do—(qo_qé)ngEg[(pp 7 p)p N @) +p'p o0 (%)
mit p = (¢p,q)
= (¢"¢" — 9" @)V + "¢’ (¢%)
= p"(q). (2.26)

In Abbildung 2.1 sind beide Prozesse graphisch dargestellt. Der praktische Nutzen von (2.25)
liegt nun darin, dafl die Zerfallsbreite durch den Imaginérteil der Vakuumpolarisation ausge-
driickt werden kann und damit das Linienintegral entlang der reellen ¢?-Achse in ein Kreisinte-
gral in der komplexen ¢?-Ebene iiberfithrt werden kann, das theoretisch leichter zuginglich ist
(siehe Abschnitt 2.2) als das Linienintegral.

Setzt man nun alle Teile zusammen, und normiert die hadronische Zerfallsbreite mit der rein
leptonischen Zerfallsbreite (2.3), nimmt R, die folgende Form an:

Rovya = (2.27)

2
1270 | Vi /2( ) [(1+2W8L2) ImI1{), (s-+i€) + ImILy), (s+ic)| -

T
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Hadronen”

dr w
— X

Abbildung 2.1: Graphische Darstellung des optischen Theorems. Das Betragsquadrat der Zer-
fallsamplitude (im Bild oben) ist dem Imagindrteil der Vorwdirtsstreuamplitude (unten) propor-
tional. Dabei ist die Schleife im unteren Diagramm mit allen mdéglichen Hadronen zu durchlaufen.
Die punktierte Tremnlinie bedeutet, daf$ nur der imagindre oder absorptive Teil der Amplitude
betrachtet wird, so daf$ hier die Hadronen in der Schleife reell sind.

Der untere Index V/A steht dabei fiir die beiden moglichen Strome, ndmlich entweder fiir den
Vektorstrom oder fiir den Axialvektorstrom. Auflerdem ist nur noch die Komponente nicht-
seltsamer Zerfille in (2.27) enthalten, da in dieser Arbeit der kleine Anteil seltsamer Zerfille
(nur ~ 5.8 % der 7-Zerfille enthalten eine ungerade Anzahl von s-Quarks) nicht betrachtet wird.
Der Zusammenhang mit Gleichung (2.1) lautet also:

RT = RT,V + R’T,A + R’T,Su (228)

wobei R, g das auf das Verzweigungsverhéltnis B(7~ — v;e” ¥,) normierte Verzweigungsverhalt-
nis B(t7~ — v;h;) des 7-Leptons in seltsame Hadronen angibt.

Die Integration lduft nun iiber die Variable s, die das Quadrat der Masse des hadronischen
Endzustands darstellt und in (2.13) bis (2.26) ¢* entspricht.

Die Spektralfunktionen I7(/)(s) sind analytische Funktionen in der gesamten komplexen s-
Ebene mit Ausnahme der positiven, reellen s-Achse, auf der die Imaginérteile der Funktionen
Sprungstellen aufweisen. Die Konvention ist daher, wie in (2.27) geschehen, die Spektralfunk-
tionen knapp oberhalb der reellen s-Achse auszuwerten. Eine weitere Eigenschaft der Vakuum-
polarisation ist fiir reelle s durch die Identitéat

1
ImII (s + ie) = % (I1(s + ie) — I (s — ie)) (2.29)

i
gegeben, da bis auf reelle Konstanten I7(s) o< In"(—s) gilt, wie man z.B. fiir die erste Ordnung
in Gleichung (2.37) sieht. Das Integral des Produkts der Funktion II(s) mit einem Polynom
in s, wobei I1(s) hochstens auf der positiven reellen s-Achse Polstellen aufweist, iiber den in
Abbildung 2.2 dargestellten Weg, enthiilt dann keine Polstellen mehr und verschwindet, da
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»Im s

Abbildung 2.2: Die Integrationskontur in der komplexen s-Ebene fiir R.. Der duflere Kreis be-
findet sich bei |s| = m? und wird gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen. Die Teilwege entlang der
reellen s-Achse sind um +ie gegen die reelle Achse verschoben und die Bezeichnung sy im Bild
steht fiir positive, reelle s-Werte zwischen 0 und m?.

I1(s) analytisch auf dem umrandeten Gebiet ist. Die Summe der Integrale iiber die Teilwege
entlang der reellen, positiven s-Achse ist dann also gerade gleich dem negativen Wert des bei
m2 + ie beginnenden und gegen den Uhrzeigersinn bis m?2 — ie verlaufenden Kreisintegrals. Aus
der Identitét (2.29) ergibt sich dann:

. ds s\ 2 S
Ry /a = 6ri |Vud|2f 3 (1—m2> [<1+2m2) ), (s) + 1Y), ()] (2.30)

sl =m2 ! ’

wobei der Beitrag an der Schnittstelle mit der reellen s-Achse bei s = m2 durch den Term
(1 — s/m2)? quadratisch unterdriickt ist, so daf tatsichlich iiber den gesamten Kreis integriert
werden darf, auch wenn I1(s) bei s = m?2 einen Pol haben sollte. Die Beitréige der Integration
entlang des Wegs um den Ursprung der komplexen Ebene, der, wie in Abbildung 2.2 dargestellt,
die beiden Teilwege entlang der positiven, reellen s-Achse verbindet, verschwindet ebenfalls, da
die Summe 170+ (5) = 1100 (s) 4 IT(M(s) keinen Pol hat, wenn s gegen Null geht [5]. Schreibt
man nun (2.30) mit dieser Summe als:

) ds s \?2 S s
Ry y)a = 6mi |Vud|2j{ — (1—m2) KH2m2> D (s) - 2WH\(,O/)A(S) . (2.31)

T T
|s|=m2



14 2. QCD in 7-Zerfillen

sieht man, daB ein méglicher Pol von IT(°)(s) bei s = 0 durch den Vorfaktor 2s/m?2 unterdriickt
wird, so daf} die Integration um s = 0 keinen Beitrag liefert. Die perturbativen und nicht-
perturbativen Anteile in der Vakuumpolarisation, und damit schliefllich in R,, werden in den
folgenden Abschnitten behandelt.

2.2 Perturbative Beschreibung der Vakuumpolarisation

Die perturbative Entwicklung der Vakuumpolarisation geht in der niedrigsten Ordnung von
reinen Quarkstromen in der Schleife aus, die in den W-Propagator eingesetzt wird. Fiir den
nicht-seltsamen Vektorstrom v#(z) folgt:

v (@) = Py (@) (), (2.32)

und analog ergibt sich der Axialvektorstrom a*(x) zu:

at'(z) = Py (x)y"y5¢a(), (2.33)

wobei 14(x) das Feld des Quarks q im Ortsraum ist. Die Farbzustéinde der beiden Quarkfelder
in den Strémen miissen identisch sein, da hier die Kopplung an den W-Propagator und nicht an
ein Gluon betrachtet wird. Das entsprechende Feynman-Diagramm fiir die Vakuumpolarisation
ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Je nachdem, ob der Vektorstrom oder der Axialvektorstrom
betrachtet wird, muf} fiir I'* in dem dargestellten Diagramm ~* oder y*~5 eingesetzt werden.
Fiir masselose Quarks sind aulerdem diese beiden Stréme erhalten, und mogliche Beitrige der
Form I'* =1 fiir den skalaren Strom und I'* = ~5 fiir den pseudoskalaren Strom verschwinden.

d(a+p)

u(-p)

Abbildung 2.3: Vakuumpolarisation des schwachen, geladenen Stroms. Dargestellt ist das Feyn-
man-Diagramm niedrigster Ordnung, das zu IT"(q) beitrdgt.

Mit Hilfe der sogenannten ,dimensionalen Regularisierung“ [8], kann man die in D = 4
Dimensionen in der Schleifenvariablen p quadratisch divergierenden Amplituden ausrechnen.
Das Resultat ist fiir beide Strome identisch, wenn man masselose Quarks voraussetzt, und lautet
fiir drei Farben und in D = 4—e Dimensionen:

(1) (2 I I
HV/A(q)‘O(ag)—47r2<€ +Indr—ln—5 42 ). (2.34)
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Die Divergenz steckt hier in dem 2/e-Term, der erst durch die Renormierung der Kopplungs-
konstanten verschwindet und v = 0.5772... ist die Eulersche Konstante. Die Gréfle p ist eine
beliebige Referenzmasse, die in der dimensionalen Regularisierung eingefiihrt werden muf}, damit
die Kopplungskonstanten dimensionslos bleiben. Entscheidend ist nun, da8 die ¢>-Abhéngigkeit
der Spektralfunktion von der Form In —¢? ist. Fiir positive ¢? ist der Imaginérteil des Logarith-

mus eine Konstante, ImIn —¢? = —m, so daf in niedrigster Ordnung gilt:
(1) (2 _ 1
Il (g )\O(ag) = (2.35)
Setzt man dies in (2.27) ein, reproduziert man das naiv erwartete Resultat:
R =2 Vil 2.36
T,V/A‘O(ag) = 5! ud | (2.36)

QCD-Korrekturen zu diesem Ergebnis erhélt man, wenn man Diagramme hoherer Ordnung be-
rechnet, wie sie z.B. in Abbildung 2.4 fiir O(as) dargestellt sind!. Unter denselben Annahmen,

d(a+p) d(g+p-k)

-igy® N2 -igy® A2 -igyy° A2

u(-p-k) u-p)

Abbildung 2.4: Strahlungskorrekturen zur Vakuumpolarisation des schwachen, geladenen Stroms.
Die dargestellten Feynman-Diagramme enthalten die O(as = g2 /(47))-Korrekturen zu dem Pro-
zef$ niedrigster Ordnung aus Abbildung 2.3. Das linke Diagramm enthdilt den Gluonaustausch
zwischen dem u- und dem d-Quark, wihrend auf der rechten Seite der Selbstenergiebeitrag des
d-Quarks dargestellt ist. Nicht abgebildet ist der entsprechende Selbstenergiegraph des w-Quarks,
der fiir masselose Quarks aber den gleichen Wert liefert, wie das rechte Diagramm.

die fiir (2.34) benutzt wurden, erhélt man (analog zu dem Resultat fiir die QED-Vakuumpola-
risation [9]):

_ 1 as(p?)

(1)
i O(as) C4Ar? o7

Waldd)

1 —q? 55
——~y+Indr—In—= —4 =. 2.
<6 v+ 1Indr —1In 2 ¢(3)+ 12) (2.37)

Der vorletzte Term enthilt die Riemannsche Zeta-Funktion mit ¢(3) = 1.202. .. an der Stelle n =
3. Wie in (2.34), ist die gesamte Dynamik der Spektralfunktion in dem Term In —¢? enthalten,
und ihr Imaginérteil (wenn ag(p?) reell ist) lautet:

_ i O‘S(NQ)
O(es) 4w 7

ImI1y), (%) (2.38)

! Hier steht der Ausdruck O(aZ) nur fiir Terme, die proportional zu o sind.
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Dieses Resultat kann man allerdings nicht sofort in das Linienintegral einsetzen, da die Wahl
der Skala p, von der die starke Kopplungskonstante abhéingt, unklar ist. Auch die Annahme,
daB as(p4?) reell ist, muB bei p2-Werten auflerhalb der reellen, positiven Achse nicht mehr stim-
men. Um den Zusammenhang physikalischer Observablen mit der Skala, an der ag ausgewertet
wird, herzustellen, mufl man das Verhalten der Kopplungskonstanten als Funktion dieser Ska-
la kennen. Aus der Bedingung, daf§ physikalische Observablen nicht von der Wahl der Skala p
abhéngen diirfen, kann man die Kopplungskonstante ,,renormieren, also abhéngig von y umde-
finieren. Daraus gewinnt man eine Renormierungsgruppengleichung, die ags-Werte an verschie-
denen Skalen miteinander verbindet. Es handelt sich dabei um eine Differentialgleichung, die als
Potenzreihe in g geschrieben werden kann und bis zur fiinften Ordnung in «g aus Schleifen-
Korrekturen des Gluonpropagators? berechnet worden ist [10]:

o dag

Blas) = p a2 —BoaZ — Pral — Baag — Bsal + O(al), (2.39)

mit as = as(p?)/(4m) und den Koeffizienten:

2
Po = 11—z2ny,
38
b= 102 P,
— 2857 5033 325
MS _ 2
2T Ty 18 T g
— 149753 1078361 6508
MS _
as = +3564C(3) = (g + Tgr <) it
50065 6472 , 1093
oo DRf8 0008 2.4
( 162 81 g(g)) T (2.40)

Mit n¢ ist die Anzahl der aktiven Quarksorten im betrachteten Prozefl gemeint, z.B. ist ng = 3
im 7-Zerfall, da hier nur die drei leichten Quarks u, d und s auftreten kénnen. Ab (o sind
die Koeffizienten vom gewihlten Renormierungsschema abhéngig und hier fiir das sogenannte
,modified Minimal Subtraction®“-Schema (MS)[11] angegeben. Die Festlegung eines bestimmten
Renormierungsschemas ist aber willkiirlich und wird durch die Variation des dritten Koeffizien-
ten ﬂ?s der S-Funktion zwischen 0.0 und 2.0@\“, wenn man dem in [6] vorgestellten Verfahren
folgt, bei der Bestimmung von g beriicksichtigt.

Um die Renormierungsgruppengleichung (8-Funktion) auf die Vakuumpolarisation anzuwen-
den, betrachtet man nun die logarithmische Ableitung der Spektralfunktion, die Adler-Funkti-

n [12], die bis auf Konstanten die gesamte Dynamik des Prozesses enthilt:

d
D(—¢%) = —q2dfq2 f,l/)A(—qQ). (2.41)

Aus den beiden Gleichungen (2.34) und (2.37) sowie den hoheren Korrekturen ergibt sich:
1 as(1?) "
2\ _ s
D(=q) == > Kuln) ( - : (2.42)
n>0
mit 7 = In(¢?/u?) und den Koeffizienten:
Ko(n) = Ko=1,

2 Die Diagramme sind den hier angegebenen fiir den W-Propagator sehr dhnlich. Die Kopplung an das Gluon
erlaubt allerdings keinen Wechsel der Quarksorte, wihrend die Farbzustinde beider Quarks unterschiedlich sein
miissen, da das Gluon selbst Farbe transportiert.
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Ki(n) = Ki=1,

Koln) = 22 -9¢@) -2y,
NS 580567 779
K50 = 20T a1 Do) - (%4 D)) ns B
KPS = K4<o>—<64+f§ <o>+3f°f<'§“<o>)n+
56180 | 3064 2 B s
< 198 T g K2 (0)>n e (2.43)

wobei alle Koeffizienten K, mit n > 4 unbekannt sind. Die Koeffizienten Ky(0) und K;(0)
entsprechen den Gleichungen (2.34) und (2.37), wihrend K3(0) = 1.63982... und K3(0) =
6.37101 ... in [13-17] aus entsprechenden Diagrammen héherer Ordnung berechnet worden sind.
Fiir K4(0) kann man eine grobe Abschitzung angeben, indem man das Verhéltnis der vorher-
gehenden Koeffizienten betrachtet [18]:

K3(0)
K>(0)

Ahnliche Werte fiir K4(0) sind mit anderen Methoden in [19,20] gefunden worden, aber auch
bei diesen handelt es sich nicht um exakte Werte. Zur Abschétzung der Unsicherheit in dieser
Ordnung und den ebenfalls vernachléssigten hoheren Ordnungen in o5 (K, = 0 fiir n > 5), wird
im folgenden

K4(0) ~

K3(0) = 25. (2.44)

K4(0) = 25 + 50 (2.45)

verwendet [19]. Die angenommene relative Unsicherheit von £200% entspricht etwa der 1.5-
fachen relativen Abweichung von K3(0) aus der Abschitzung durch die vorhergehenden Koeffi-
zienten vom exakten Wert und stellt eine eher konservative Abschétzung des Fehlers dar.

Die Abhiingigkeit der Koeffizienten von der Skala p? erhilt man aus der Bedingung, da8
D(—¢?) nicht von dieser GréBe abhiingen darf. Dies ist allerdings nur dann exakt erfiillbar, wenn
man die gesamte Storungsreihe beriicksichtigt, also n gegen Unendlich gehen 148t. Schneidet man
bereits bei n = 4 die Reihe ab, ergeben sich die von p? abhiingenden Terme durch die Bedingung:

d
MQ@D(—C]2> #?) =0+ 0(ay). (2.46)

Setzt man (2.42) in (2.46) ein, erhélt man:

4 n n—1
> [(as(u2)> d(iK +4n K, (O‘S(:?)> Blas)

n=0 Q

=0+ 0(ad). (2.47)

Da ag hier frei gewéhlt werden darf, mufl (2.47) in jeder Ordnung der starken Kopplung ver-
schwinden. Nach dem Einsetzen der S-Funktion (2.39), kénnen die Terme nach Potenzen von oy
umsortiert werden. Die Vorfaktoren enthalten dann keine Abh#ngigkeit von ag mehr und kénnen
bei n = 0 beginnend sukzessive berechnet werden. Es resultieren die = In(¢?/u?)-abhéngigen
Terme der Koeffizienten K, die in (2.43) bereits angegeben wurden.

Die logarithmische Abhiingigkeit der K, von ¢?/u? legt die Wahl y? = ¢? nahe, durch die
alle logarithmischen Terme wegfallen. Der perturbative QCD-Anteil der Vakuumpolarisation
vereinfacht sich bei s = —¢? = —p? zu:

D(s) = - 24: K (0) (O‘S(_S))n. (2.48)
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Diese Wahl fiir 2 ist natiirlich nicht zwingend, und die Abhingigkeit des Ergebnisses von s,
die erst in der vollen Storungsreihe verschwindet, stellt wie der Fehler auf Ky eine intrinsische
Unsicherheit der Theorie dar. Im folgenden wird diese Unsicherheit durch die Variation

0.4¢%> < p? < 2.0¢%, (2.49)

die in [6] vorgeschlagen wurde, beriicksichtigt.

Observablen, die wie R, durch ein Kreisintegral iiber I7(s) und ein Polynom g(s) in s gege-
ben sind, lassen sich dann durch partielle Integration auf ein Kreisintegral iiber D(s) und die
Stammfunktion von ¢(s), G(s), zurtickfiihren:

ds d
Fasgo) ) = § TG ~ Glso)] (-5) L 11(5)
Is|=s0 [s|=s0
ds
= 166) - Gloo)] Dis). (2.50)
[s|=s0
Fir R v/ ist so = m2, das Polynom heif}t
. 2 1 S 2 S
und die Stammfunktion lautet
. s s3 st
G(s) = 3mi |Via|? <2m2 - Zﬁ + ms> . (2.52)

Setzt man (2.52) in (2.50) ein, folgt:

4 3 4 n
RﬂV/A:g\VudF Z_:I;’;(?)f? <1—2ﬂ;+28—8> (a(ﬂs)) . (2.53)
"0 psl=m2

Mit diesem Integral hat man nun die perturbative Beschreibung der hadronischen Zerfallsbreite
des 7-Leptons fiir masselose Quarks bis zur vierten Ordnung in oy gegeben. In den folgenden
Abschnitten werden die beiden in dieser Arbeit betrachteten Methoden zur Losung des Integrals
behandelt sowie eine dritte Methode diskutiert, die von einem anderen Ansatz fiir die Vakuum-
polarisation ausgeht. Dabei kann die Diskussion, ausgehend von R, auch auf die spektralen
Momente von R, ausgedehnt werden, die dann schliefllich zur Messung der starken Kopplungs-
konstanten verwendet werden. Bei diesen spektralen Momenten handelt es sich wie bei R, um
Integrale der Art (2.50):

S0 k IdR
s s -
Ry (o) = [as (1= 2) (2] S5, (2.54)
0

S0 m2

die sich von R, = R%(m?2) nur durch das Polynom im Integranden unterscheiden.

2.2.1 Berechnung von R, mit ,,FOPT*

Die Schwierigkeit in der Berechnung des Integrals (2.53) liegt in der Bestimmung der ag-Wer-
te auf dem Integrationsweg. In der sogenannten ,Fixed Order Perturbation Theory“ (FOPT)
driickt man ag(—s) mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung durch eine Potenzreihe in as(sg) bis zu
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einer bestimmten Ordnung (maximalen Potenz von as(sp)) aus. Die Taylor-Reihe leitet man aus
der f-Funktion ab, die, da sie erst mit der zweiten Potenz in ag beginnt, nur k—2-mal abgeleitet
werden muf}, um alle Terme bis einschliellich der k-ten Ordnung zu beriicksichtigen. Fiir k = 5
lautet die Taylor-Entwicklung von ag(—s):

as(—s)  as(sg) 1 —s (as(so) 2
. T ~ g ()

5 (22— ) ()

; <2ﬂ01 Sf—wwl n’ +2ﬂ2ln> <a5(80))4+

128 EN) T
1 4=
1536 (6501 - - 265051 n® 7+
— —s\ [ as(so) 5
9 (ﬁf +2 Boﬁz) In? E —6031n 50> <7T> : (2.55)

Setzt man diese Entwicklung fiir as(—s) in das Integral (2.53) ein und vernachliissigt wieder ab
einer bestimmten Ordnung die hoheren Potenzen in ag, kann man das Integral als Potenzreihe in
as(sg) bis zu dieser Ordnung schreiben, wobei die Vorfaktoren durch elementar losbare Integrale
gegeben sind:

d - Foo
Inm(so) = ]{ ?ss” In™ S—j =MD /dcp e (o —m)™ (2.56)
s|=s0 0
2(s m—+1
%, n = 0, m gerade
m+1
Lum(s0) = 0, n = 0, mungerade (2.57)
n m _ ko0l (5 —\m—k
S0 1\ " m! (ir) o ymek
; Z (n) W (1 ( 1) ) y sonst.

k=0

Fiir das Moment mit kI = 00 ergibt sich z.B. an der Stelle sy = m2 die Potenzreihe:

2 as(m3) g(mg) §(m2)
R, /5 (m?) = f\V | <1+ T 45,2023 5 + 26,366 5+
4 2
[78.003 + K4(0)] 252%7) ETTT) + (2.58)

al(m?)
[~391.542 4 14.25 K4(0) + K5(0)] =5~ ) .

Die Vorfaktoren fiir die anderen Momente bestimmt man entsprechend auch aus den I, (s0). An
der Art, wie die Koeffizienten gewonnen werden, erkennt man auch die Limitierung von FOPT.
Die Taylor-Entwicklung der as-Werte auf dem Kreis kann teilweise zu grolen Abweichungen von
dem , exakten“ Wert fithren, den man durch schrittweises Losen der G-Funktion auf dem Kreis
erhélt. In Abbildung 2.5 ist ein Vergleich der Real- und Imaginérteile von ag auf dem Kreis aus
der Taylor-Entwicklung um as(m2) bis zur vierten Ordnung einerseits und der exakten Losung
andererseits dargestellt. Man erkennt deutlich, dafl besonders der Realteil bei grolen Abstédnden
des Winkels von ¢ = 0 durch die Taylor-Entwicklung schlecht beschrieben wird.
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Abbildung 2.5: Giite der Taylor-Entwicklung von as(m?e'¥). Dargestellt sind der Realteil von
as (links) und der Imagindrteil von oy (rechts) gegen den Winkel . Die durchgezogene Linie
zeigt das ,,ermkte“Resultat und die gestrichelte Linie die Taylor-Entwicklung um @ = 0 bis zur
vierten Ordnung in as(m?) = 0.348.

2.2.2 Berechnung von R, mit ,CIPT“

Mochte man auf die exakte Entwicklung der Kopplungskonstanten auf dem Kreis nicht verzich-
ten, mufl man die Kreisintegrale iiber Potenzen von as(—s) und das Polynom numerisch 16sen.
Diese Methode heifit ,,Contour Improved Perturbation Theory“ (CIPT) [6]. Im Sinne der in
Abschnitt 2.2.1 vorgestellten Taylor-Entwicklung von ag(—s) werden hier teilweise hohere Ord-
nungen in der Integration beriicksichtigt, die, wie in Abbildung 2.5 gezeigt, nicht vernachléssigbar
klein sind. Fiir die Momente R’jfv /a(s0) ergeben sich bei CIPT die Integrale [6]:

Akl(s)_ i k 1f®ag(_s) 6+1 - 333‘l+3 N 2$6+4 B
n 20 _m—O m) mi s @ m+Il+1  m+l+3  m+i+4
- Is|=s0
}, (2.59)

so daf} die perturbative Entwicklung der Momente durch die

xm+l+1 3 xm+l+3 2 xm+l+4

m+l+1  m+l+3 + m+1+4

mit zg = so/m?2 und = = s/m?
Summe

T?

Ry a(s0) = *|Vud\2 Z K,(0) A} (s0) (2.60)

gegeben ist. Auch diese Summe bricht bei n = 4 ab und enthélt in den as(—s)-Termen nur
die ersten vier Koeffizienten der 3-Funktion. Um die A¥ fiir verschiedene Werte von ag(m?2)
numerisch zu 16sen, geht man wie in (2.56) vor, und formt die Integration iiber s entlang des
Kreises s = spe’? in eine Integration iiber ¢ von 0 bis 27 um. Aus der 3-Funktion (2.39) erhilt
man fiir ag(—s) = as(¢ — ) auf dem Kreis die Differentialgleichung

1 dag( a2 (o — )

; ng =t Z 4n+1 7Tn+2 ’

(2.61)
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die man in kleinen Ap-Schritten entlang des Kreises mit einem Runge-Kutta-Verfahren (siehe
z.B. [21]) 16sen kann. Damit 148t sich der Integrand an jeder Stelle des Kreises ausrechnen und
die Summe der Integranden multipliziert mit Ay ergibt das gesuchte Integral.

Im Sinne einer strikten Formulierung der Stérungstheorie bis zu einer festen Ordnung in der
Kopplungskonstanten, ist CIPT allerdings nicht konsequent. Wahrend bei FOPT ausschliellich
Terme bis zur vierten Ordnung auftreten, sind alle Terme hoherer Ordnung in der Entwicklung
von ag(—s) um ag(sp) bei CIPT enthalten, obwohl die Summe in (2.60), wie bei FOPT, nur bis
zur vierten Ordnung lduft. Beide Methoden sind durch die fehlenden Terme héherer Ordnung
in ihrer Genauigkeit limitiert und es ist zunéchst unklar, ob ihre teilweise Beriicksichtigung in
der Entwicklung von «g auf dem Kreis bei CIPT genauere Resultate liefert als FOPT.

2.2.3 Berechnung von R, mit ,,RCPT*

Sowohl FOPT als auch CIPT basieren auf demselben Ansatz fiir die Vakuumpolarisation IT*,
in dem nach Potenzen der Kopplungskonstanten geordnet, Ordnung fiir Ordnung, alle beitragen-
den Diagramme ausgerechnet und aufsummiert werden, um dann bei einer bestimmten Ordnung
in ag abzubrechen. Fiigt man z.B. in den Diagrammen 2.4 in den Gluonpropagator eine Fermi-
onschleife ein, erhélt man Diagramme der zweiten Ordnung in «ag. Diagramme desselben Typs
mit n eingesetzten Fermionschleifen gehoren zur n+1-ten Ordnung und lassen sich systematisch
aus der Einsetzung nur einer Fermionschleife berechnen. Auch die Summe aller Diagramme die-
ses Typs von n = 1 bis n = oo 148t sich berechnen. Diese Form der Summierung iiber Ketten
von Fermionschleifen im Gluonpropagator nennt man ,,Renormalon Chain Perturbation Theo-
ry“ (RCPT). Im Gegensatz zu FOPT und CIPT tragen jetzt undendlich viele Ordnungen zum
Resultat bei. Allerdings ist die Summe nicht vollstdndig, sondern enthéilt, da man die Einsetzung
einer Fermionschleife in den Gluonpropagator mit dem ersten Koeflizienten der S-Funktion Sy
identifizieren kann, nur die Anteile, die proportional zu 7 sind. In Abbildung 2.6 ist der mo-
difizierte Gluonpropagator fiir eine Schleife, zwei Schleifen und n Schleifen dargestellt. Formal
kann man diese Resummierung durch eine Umorganisation der K, in (2.48) beschreiben [22]:

Kp=rnf0 4+ 6028072 4 g 5Dy 4 50, (2.62)

Da By = 9 fiir nf = 3 Quarksorten grof§ ist, kann man erwarten, dal in dieser Summe der
Term mit der hochsten Potenz in [y, mnﬂgfl, bereits den dominanten Beitrag fiir K, liefert.
Dieser Beitrag kommt von einem Diagramm, in dem der Gluonpropagator n—1 Fermionschleifen
enthilt?. Die resummierte Adler-Funktion in allen Ordnungen von oy lautet, wenn man sich auf
die Beitrage in der fithrenden Ordnung in ﬁo beschrénkt:

D(S)res: 4 19 Z n 1CY : (2'63)

Allerdings wachsen die Koeffizienten x, mit n! an, und die Summe (2.63) ist divergent. Mit einer
Borel-Transformation, die diesen n!-Faktor unterdriickt, und daher ein besseres Konvergenzver-
halten aufweist, kann man D(s)yes als Integral darstellen:

D) = iﬁnﬂ(%n (2.64)

1 —A4mh
D(8)res = 2/@ /dbD exp Goow”

(2.65)

3 Zu den Diagrammen, die zu a” o ~1 beitragen, gehoren auch solche, die weniger als n—1 Fermionschleifen
enthalten, da auch der durch eine Gluonschleife modifizierte Gluonpropagator in 3y eingeht. Beitrige dieser Art
werden also ebenfalls resummiert.
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Abbildung 2.6: Einsetzungen fiir den Gluonpropagator, die (von oben) proportional zu B¢, 3%
und By sind. Die Aufsummierung aller Diagramme 2.4 mit Finsetzungen dieses Typs fiir den
Gluonpropagator von n = 1 bisn = oo ersetzt bet RCPT die in FOPT und CIPT nach Ordnun-
gen in oy getremnt berechnete Storungsreihe fiir die Spektralfunktion.

so daB die Koeffizienten k,, durch die n—1-te Ableitung von D(b) an der Stelle b = 0 gegeben
sind:
1 a4t

Rn

b=0

Das Integral (2.65) ist natiirlich genauso divergent wie die Summe (2.63), aber die Borel-Trans-
formierte 148t sich berechnen [23-25]:

D) = ?fi/z S <)k -7 " (2.67)
k=2

Die Divergenz von (2.63) steckt nun in den Singularitéiten von D(b), die bei b= —1, 42, +3, ...
auftreten (siche Abbildung 2.7). Dabei stammen die Singularitéten auf der negativen b-Achse
von der Integration iiber grofle Betrige des Gluonimpulses und heiflen wegen des ultraviolett-
divergenten Verhaltens UV-Renormalons, wihrend die Singularitdten auf der positiven b-Achse
von den Beitridgen kleiner Gluonimpulse in den Feynman-Diagrammen herriihren, die wegen des
infrarot-divergenten Verhaltens IR-Renormalons genannt werden. Fiir die Adler-Funktion sind
besonders die IR-Renormalons interessant, da diese auf dem Integrationsweg von (2.65) liegen.
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Abbildung 2.7: Die Borel-Transformierte D(b) der Adler-Funktion D(s)res. Die Funktion besitzt
Polstellen bei b = —1,+£2,13, ..., die fiir positive b den IR-Renormalons und fiir negative b den
UV-Renormalons entsprechen. Der Faktor e=%/% in der gezeigten Funktion vereinfacht lediglich
die Darstellung und dndert die Lage der Pole nicht.

Die Pole auf der positiven b-Achse konnen regularisiert werden, indem man an den Polstel-
len b, = n auf die Halbkreise |b — b,| = €, mit Im(b) > 0 oder Im(b) < 0 in der komplexen b-
Ebene ausweicht. Da es je zwei mogliche Halbkreise gibt, auf die man ausweichen kann, ist das
Resultat nicht eindeutig. Fiir jede Polstelle b, kann man die Differenz der beiden Halbkreisinte-
grale, also das Kreisintegral um den Pol, als Ambiguitdt in der Regularisierung interpretieren.
Fiir den n-ten Pol ergibt sich damit die Ambiguitét [22]

1 1 - —47h 1 - —47n
(n) — ¢ dbD(b - D 2.
W= o fWDO) ep T = Res | D) exp 0L (269

|b—n|=€

AD(s)

die durch das Residuum der Borel-Transformierten gegeben ist. Setzt man hier fiir g die inte-
grierte B-Funktion in der Ndherung (§; = 0 fiir £ > 0 ein:

4
as = B% In~! % (2.69)
folgt fiir die Renormalonambiguititen:

A4
AD(S)gg X 872’
A6

3
AD(S)Eeg X 873’

4 Da b(b) bei b = +1 keinen Pol hat, existiert keine Ambiguitét, die zu 1/s proportional ist.
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8
0 A

res 40

AD(s)
(2.70)

Diese Ambiguitdten lassen sich bis in die Momente von R, fortsetzen und miissen durch nicht-
perturbative Korrekturterme kompensiert werden. Im Rahmen der Operator-Produkt-Entwick-
lung (OPE), die im niichsten Abschnitt beschrieben wird, ergeben sich gerade solche Terme, die
zu inversen Potenzen von s proportional sind, als nicht-perturbative Korrekturen. Die Korre-
spondenz beider Ansédtze wird auch dadurch bestérkt, dafl sowohl in der OPE als auch bei den
Renormalons Terme fehlen, die proportional zu 1/s sind, wihrend in beiden Fillen Terme mit
hoheren Potenzen in 1/s auftreten.

Die hier beschriebenen Ambiguitéiten der perturbativen Entwicklung zeigen weiter, dafl nur
die Summe der perturbativen und nicht-perturbativen Anteile zu einem eindeutigen Resultat
fithren kann. Eine Bestimmung der Kopplungskonstanten aus den Momenten von R, muf} also
unbedingt simultan mit einer Bestimmung nicht-perturbativer Parameter erfolgen.

In [22,26,27] sind speziell fiir die Momente von R, die Beitrige der Renormalonketten als
Funktion der Kopplungskonstanten «g berechnet worden. In diesen Resummierungen treten
zunéchst nur Terme proportional zu 3} auf, wéhrend das FOPT Resultat bis zur dritten Ord-
nung in a5 auch die zu §; und zu nicht-fithrenden Potenzen in Gy proportionalen Beitrage enthélt.
Beide Entwicklungen lassen sich kombinieren, indem man FOPT und RCPT addiert und eine
Taylor-Entwicklung von RCPT bis zur dritten Ordnung in oy abzieht, um diesen Anteil nicht
doppelt zu zihlen [22]. Die RCPT Resultate im Kapitel 7 beziehen sich auf diese FOPT-korri-
gierte Version der Renormalon-Resummierung.

2.3 Operator-Produkt-Entwicklung

Die Diskussion der Renormalonambiguitdten im vorhergehenden Abschnitt hat gezeigt, dafl die
Spektralfunktionen I7(¢?) durch Beitriige kleiner Impulsiibertriige in den Feynman-Diagrammen
nicht mehr eindeutig mit perturbativen Methoden zu berechnen sind. Eine exakte Theorie der
nicht-perturbativen Prozesse, die bei diesen kleinen Skalen dominant werden, fehlt allerdings.
Der Mechanismus, der zu Quark-Bindungszusténden in Form von Mesonen und Baryonen fiihrt,
ist bisher nur mit ph&nomenologisch motivierten Modellen zu beschreiben und nicht direkt
aus der Lagrange-Dichte der QCD abzuleiten. Fiir inklusive Observablen, wie z.B. R, gibt
es aber Ansétze, in denen eine systematische Trennung der perturbativen Effekte, die hohen
Impulsiibertragen und kleinen Abstédnden zuzuordnen sind, von nicht-perturbativen Effekten,
die kleinen Impulsiibertrdgen und groflen Absténden entsprechen, versucht wird.

In [28-30] wird mit Hilfe der Operator-Produkt-Entwicklung [31] (OPE) der Vakuumerwar-
tungswert eines zeitgeordneten Produkts zweier Strome (siehe (2.19)) untersucht. Mit Vaku-
umerwartungswerten lokaler Operatoren, die aus Quark- und Gluonfeldern konstruiert werden
kénnen, kann man das T-Produkt der Stréme j,(z) und j§(0) als Summe schreiben [5]:

S e X e (0G). 0.1

1Y) (s) =
D=0,2/4,... dim ©O=D

Die duflere Summe lauft hier {iber die (Energie-)Dimension D der Operatoren O, wihrend die
innere Summe alle Operatoren mit derselben Dimension aufsummiert. Der Term mit der Dimen-
sion D =0 ist das bereits bekannte perturbative Resultat fiir masselose Quarks, das in (2.34)
und (2.37) explizit bis zur ersten Ordnung in ag angegeben wurde. Fiir die Klassifizierung der
néchsten Terme ist es sinnvoll, die QCD-Lagrange-Dichte zu betrachten, aus der die moglichen
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Operatoren konstruiert werden sollen.
£la) =~ 4Gl GEY + (170, — m) v — igs (250 ) G (272)

Der erste Term der Lagrange-Dichte beschreibt die Bewegung freier Gluonen mit dem Feldstérke-
tensor

Gy, = 0G5 — 0,G5, + gs fane G, G, (2.73)
den man aus den Gluonfeldern Gj, erhélt, wobei der dritte Term von der Selbstkopplung der
Gluonen stammt. Freie Quarks werden durch den zweiten Summanden in der Lagrange-Dichte
beschrieben und ihre Wechselwirkung mit den Gluonen durch den dritten. Alle Summanden
haben in Energieeinheiten die Dimension D=4 und damit haben auch die ersten nicht-trivialen
Operatoren, die in (2.71) eingehen diese Dimension. Die beiden einfachsten D = 4-Operatoren
sind der Quarkoperator ma1) und der Gluonoperator G, GL”. In der perturbativen QCD ver-
schwinden nun die Vakuumerwartungswerte solcher Operatoren und in Gleichung (2.71) bliebe
nur der Summand mit D = 0 iibrig®, wihrend umgekehrt nicht-verschwindende Vakuumer-
wartungswerte, sogenannte ,, Kondensate*, auf Effekte nicht-perturbativen Ursprungs schliefen
lassen. Die physikalische Interpretation dieser Effekte hat mit dem Verhalten von Quarks und
Gluonen bei groBen Absténden, und damit bei kleinen Impulsiibertrigen zu tun. In [28] wird
eine Faktorisierungsskala [i eingefiihrt, die den perturbativen Bereich vom nicht-perturbativen
trennt. Die Wilson-Koeffizienten C(s, f1), die in (2.71) vor den Kondensaten (O(s, fi)) stehen,
enthalten dann den rein perturbativen Anteil, wihrend alle nicht-perturbativen Effekte durch
die Kondensate parametrisiert werden. Dabei werden die langreichweitigen Effekte durch eine
Taylor-Entwicklung der Felder auf Vakuumerwartungswerte lokaler Operatoren zuriickgefiihrt.
In diagrammatischer Form ist dies in Abbildung 2.8 fiir die Beitrage des Quark- und des Gluon-
kondensats gezeigt. Die von einem Kreuzpaar unterbrochenen Linien bedeuten, dafl ein Teilchen
an dieser Stelle ins Vakuum annihiliert wird und an derselben Stelle wieder erzeugt wird (es
,kondensiert“). Der Rest des Diagramms kann mit den iiblichen Feynman-Regeln berechnet
werden und ergibt den perturbativen Vorfaktor zu dem Kondensat. Die Konstruktion weite-
rer Kondensate geschieht durch das Auftrennen aller moglichen Quark- und Gluonlinien in den
perturbativen Diagrammen hoherer Ordnung, wobei die aufgetrennten Linien durch das entspre-
chende Kondensat ersetzt werden. Dabei mufl nur gewéhrleistet bleiben, dafl mindestens eine
interne Linie die beiden #ufleren Vertizes, die die Quarks an das W koppeln, verbindet.

FEine exakte Beschreibung von Resonanzeffekten ist auch mit der OPE nicht méglich, son-
dern die Entwicklung (2.71) ist nur bis zu einer bestimmten Dimension giiltig. Die Kondensate
in den niedrigen Dimensionen stellen aber eine einfache Moglichkeit dar, um nicht-perturbati-
ve Effekte in verschiedenen Prozessen auf einige wenige universelle Parameter zuriickzufiihren.
Das hier auftretende Quarkkondensat kann man z.B. im Pionzerfall wiederfinden und mit der
Zerfallskonstanten des Pions fr = (92.42 + 0.26) MeV [1] in Verbindung bringen [32]:

2m fr = —(mu + ma) (0[ythu + Patal0). (2.74)

Der Zusammenhang der Momente von R, und der hier vorgestellen OPE der Vakuumpola-
risation ist durch den Integralsatz von Cauchy herzustellen. Setzt man die Entwicklung (2.71)
in die Konturintegrale des Typs (2.30) ein, wobei fiir das Moment kl die in (2.54) definierten
Polynome hinzuzufiigen sind, kann man R’jfv / A (50) als folgende Summe schreiben:

Ry a(50) = \Vud|2 (1 + g (s0) + Y 55/2 50 ) (2.75)
D=24.6,.

5 Fiir massive Quarks bleibt auch der D =2-Term bestehen, der aber, wie der D =0-Term, rein perturbativen
Ursprungs ist.
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Abbildung 2.8: Typische Diagramme, die in der OPE die perturbativen Koeffizienten vor dem
Quarkkondensat (links) und dem Gluonkondensat (rechts) liefern.

Die perturbativen Korrekturen 1 + 5]gért sind bereits in (2.59) und (2.60) angegeben worden.

Vernachlissigt man in den Summanden von (2.71) die s-Abhéngigkeit der Wilson-Koeffizienten
und der Operatoren, kann man die Integration auf dem Kreis explizit ausfithren, wobei fiir jedes
Moment mit dem Index kI nur die Terme der OPE {ibrigbhleiben, die nach der Multiplikation
mit dem Polynom proportional zu 1/s sind [18].

D=2 D=4 D=6 D=8 D=10 ki
1 0 -3 -2 0m2 00

mz -3 —2 - 3% —2-r
M= 82 | L W 7 Ol
/ 0 -1 o 3 24357 11
0 0 1 mZ —3 12
0 0 0 ) _m2 13

Ly S Om)

D
dimO =D mz

(2.76)

Jedes Element dieser Matrix entspricht einem 6\? ’]X, wobei die Zeile iiber der Matrix die Dimen-
sion D angibt und in der Spalte neben der Matrix die Indizes Kl fiir die in dieser Arbeit betrach-
teten Momente von R, stehen. Die hochste in R¥ vorkommende Dimension ist D = 8 + k +
und die niedrigste Dimension (abgesehen von D = 0) ist D = 2 + [. In [18] ist daher vorge-
schlagen worden, die Momente mit den Indizes kI = 00,10, 11,12 und 13 gemeinsam zu messen.
Schneidet man némlich die OPE bei D = 8 ab, und vernachléssigt alle Terme mit héheren
Dimensionen, kann aus den je fiinf Momenten fiir den Vektor- und den Axialvektorstrom die
notwendige Information gewonnen werden, um «g und die Terme der Dimension D = 4,6 und 8
zu bestimmen.

Die perturbative Massenkorrektur 5\2/’MA ist fiir die hier betrachteten nicht-seltsamen Zerfille
sehr klein und kann unter Beriicksichtigung der s-Abh#ngigkeit aus den Quarkmassen m, g
und oy berechnet werden [5, 18].

Auch fiir D = 4 ist in [5, 18] die s-Abhéngigkeit der Wilson-Koeffizienten und der Operatoren
beriicksichtigt worden. Diese Korrektur héingt von ag, den Quarkmassen, den Kondensaten der
drei leichten Quarks (¢1))y 45 und dem Gluonkondensat (22GG) ab. Wie in (2.74) zu sehen ist,
sind die Quarkkondensate aus dem Zerfall der leichten pseudoskalaren Mesonen zu bestimmen,
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und daher sehr genau bekannt, wihrend das Gluonkondensat, das mit QCD-Summenregeln
aus dem Charmoniumzerfall ausgerechnet werden kann [29], oder, wie in dieser Analyse, als
Korrektur der Vakuumpolarisation durch leichte Quarks auftritt, nur zu etwa 50 % bekannt ist.

Fiir die Korrekturen in den Dimensionen D = 6 und D = 8 wird die s-Abhéngigkeit im
folgenden vernachlissigt und mit den Beziehungen (2.76) alle 53/&“(30) durch die vier Para-

meter 6(\3,//%;00(m3) ausgedriickt. Die freien Parameter, die im Kapitel 7 aus dem Vergleich der

gemessenen Momente mit den hier vorgestellten perturbativen und nicht-perturbativen QCD-
Rechnungen bestimmt werden sollen, lauten also:

Qg

ag(m?); (—GuwG™); 500, 6800, 5800, 5200, (2.77)

2.4 Elektroschwache Korrekturen

Die vollstdndige Form fiir die Momente von R, erhidlt man, wenn (2.75) um elektroschwache
Strahlungskorrekturen, die in die Zerfallsbreiten der Prozesse 7 — v-q;q; und 7 — v, v.e unter-
schiedlich stark eingehen und daher das Verhiltnis der Zerfallsbreiten &ndern, erweitert.

Zu unterscheiden sind hier Beitrédge, die durch die Abstrahlung reeller Photonen von den
geladenen Fermionen im Endzustand herrithren und Beitrdge durch den Austausch virtueller
Photonen und Z°-Bosonen zwischen den geladenen Fermionen des Endzustands bzw. die Selbst-
wechselwirkung der geladenen Fermionen iiber diese Austauschteilchen. Normalerweise sind Kor-
rekturen dieser Art sehr klein und koénnen vernachléssigt werden. In [33-35] sind Korrekturen
der leptonischen und der semihadronischen 7-Zerfallsbreite berechnet worden, wobei fiir die Kor-
rekturen der semihadronischen Zerfallsbreite durch den Austausch virtueller Photonen und Z°-
Bosonen iiberraschend grofie Werte (~ 2% [35]) gefunden wurden.

Die Korrekturen teilt man schlieflich in einen multiplikativen Term [33]

S — (a(mb>>9“9 <a(mw))9/20 ( a(my) )36/ T 10194, (2.78)

a(m’r) Oé(mb) a(mw)

in den die Kopplungskonstante der QED bei der 7-Masse a(m,) = 1/133.29, der b-Quark-
Masse a(my,) = 1/132.05, der W-Boson-Masse a(mw) = 1/127.97 und der Z-Boson-Masse
a(myz) = 1/127.93 [5] eingehen und der sowohl die Diagramme niedrigster Ordnung als auch
die Diagramme der QCD-Strahlungskorrekturen gleichermaflen beeinfluit, und einen additiven
Term [35]

5 a(m;)
Spw = — —— = 0.0010, 2.79
der wie die QCD-Strahlungskorrekturen und die nicht-perturbativen Beitrdge einem weiteren
separaten Graphen entspricht, auf. Die Momente von R, lauten dann:

3
R’;fv/A(so):§sz|vud,2 (1+5§¢V(50) oL (s0) + > 55/’1 80) (2.80)
D=246,.

Der additive Term 654 (so) ist allerdings nur fiir kI = 00 und sy = m2 berechnet worden.
Fiir die hoheren Momente oder andere Werte von sy wird angenommen, dafl dieser Term mit
dem Integral iiber die Polynome in (2.54) und (2.27) skaliert und damit dasselbe Verhalten wie
die Korrektur in der ersten Ordnung der starken Kopplungskonstanten aufweist:

RTlnaw(SO) ds s\ s\ % S
St (s0) = 5Ewm = 25EW/ <1 - 30> (7712> (1 - m?) (1 + 2m?) . (2.81)

T,naiv T T
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2.5 QCD-Summenregeln

Im masselosen Limes (m, = mq = 0) fiir die beiden leichtesten Quarksorten ist die in (2.72)
angegebene Lagrange-Dichte symmetrisch unter globalen Transformationen, die die Quarksor-
te der links- und rechtshindigen Quarks éndern, wobei die Héndigkeit der Quarks durch die
Anwendung des Projektionsoperators

1
PR = 275 (2.82)

auf die Quarkfelder 1, q festgelegt wird. Allgemein heifit das, da$ fiir ny Quarksorten, eine
Transformation g, die zu der Gruppe SU(n¢), ®SU(n¢)r gehort, die Lagrange-Dichte unveréndert
158t. Die Transformationen g lassen sich durch diea =1, ... ,n? — 1 Erzeugenden t, der Gruppe
SU(n¢) ausdriicken (hier fiir infinitesimal kleine Transformationen):

irr 2 inr + i€l /R (ta)? i, i=1,...,n¢. (2.83)

Mit diesen Symmetrietransformationen sind nach dem Noether-Theorem erhaltene links- und
rechtshindige Strome

ML= Pt (ta) Py = vk — al, (2.84)
Jar = Yir?" (ta)” Yjr =4 +df (2.85)

verbunden, die sich aus dem Vektorstrom
ol =P (ta) (2.86)

und dem Axialvektorstrom -
all = Yy s (ta)"” ; (2.87)

zusammensetzen. Tatséchlich sind aber die Strome (2.84) und (2.85) nicht erhalten, und die
postulierte chirale SUL(2) ® SUg(2)-Symmetrie ist gebrochen. Die Existenz von drei leichten
pseudoskalaren Mesonen, namlich 71, 7~ und 7°, sowie das Fehlen von entsprechenden skalaren
Teilchen kann man nun damit erkldren, da§ zwar der Vektorstrom (2.86) erhalten ist, nicht aber
der Axialvektorstrom (2.87). Die drei pseudoskalaren Mesonen entsprechen dann den n% —-1=3,
fiir ng = 2, Goldstone-Bosonen, die mit der Divergenz des Axialvektorstroms zusammenhéngen,
und die Erhaltung des Vektorstroms entspricht einer SUpg(2) = SUy(2)-Symmetrie. Nimmt
man nun an, daf§ asymptotisch, fiir grofe Impulsiibertrige, die urspriingliche SUp,(2) ® SUR(2)-
Symmetrie wieder hergestellt wird, kann man Summenregeln aufstellen, in denen diese Symme-
trie zwischen den Spektralfunktionen des Vektorstroms und des Axialvektorstroms ausgenutzt
wird. Betrachtet man z.B. die Vakuumpolarisation

Mita) =1 [ atwe O/ (3t () GRO)T) 10) (259)
durch einen linkshéndigen Strom

gt = Yy (1= 75) Y (2.89)

und einen rechtshiandigen Strom

]5{ = Juf)ﬂu (1 + 75) T/Jd» (290)
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so muf} im asymptotischen Limes (¢? — o) gelten:

v 1 1 0 0
5 (a) = ("¢ = 9" @) (I (@) - 10 (@) + ¢'¢” (I (@) - 1 (a*))
=0. (2.91)
Aus der Analytizitdt der Spektralfunktionen, die bereits zur Verwandlung des Linienintegrals

von R, iiber die Imaginérteile in ein Kreisintegral iiber die Funktion selbst gefiithrt hat, folgt
die Dispersionsrelation:

I(¢%) = 71T/ds Izlf;). (2.92)

Wendet man diese Relation jeweils auf die zu ¢"¢” und g*” proportionalen Terme in (2.91) an,
erhdlt man die Weinberg-Summenregeln [36]:

0 = / ds (ImI1y (s) — I (s) + I (s) — T (s) ), (2.93)
0

0 = / ds s (TmITy (s) — ImIT{(s) ). (2.94)
0

Gleichung (2.93) ist die erste Weinberg-Summenregel, die noch weiter vereinfacht werden kann,
und Gleichung (2.94) ist die zweite Weinberg-Summenregel.

Aus der Erhaltung des Vektorstroms (CVC) [37] folgt, daB es keinen Beitrag zu H\(,O )(s) gibt,

und aus der partiellen Erhaltung des Axialvektorstroms (PCAC) [38] folgt, da8 H&O)(s) durch
den Pion-Pol beschrieben werden kann:

Imﬂg))(s) =21 f25(s — m2). (2.95)

Wendet man CVC und PCAC auf die erste Weinberg-Summenregel an, erhilt man:

/ds (Imﬂ\(})(s) - ImH/gl)(sD = 27 f2. (2.96)
0
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3. Das Experiment

Dieser Arbeit liegen Daten zugrunde, die in den Jahren 1990 bis 1995 mit dem OPAL-Detektor
am Elektron-Positron-Speicherring LEP am CERN in Genf aufgezeichnet wurden. Der Speicher-
ring und der Detektor sollen in diesem Kapitel kurz beschrieben werden.

3.1 Der LEP-Speicherring

Im Jahre 1989 ist am européischen Forschungszentrum fiir Teilchenphysik CERN bei Genf der
Elektron-Positron-Speicherring LEP (Large Electron Positron Collider) (sieche Abbildung 3.1),
der gleichzeitig Elektronen und Positronen in entgegengesetzten Richtungen beschleunigt, in
Betrieb genommen worden. Die fast kreisférmige Anlage befindet sich etwa 100m unter der
Erdoberfliche und hat einen Umfang von 26.7 km.

Abbildung 3.1: Der LEP-Speicherring.

In der ersten Ausbaustufe (LEP-I), die von 1989 bis 1995 dauerte, ist LEP mit dem Ziel
betrieben worden, die Z°-Resonanz um myz = 91.2 GeV zu erforschen. Elektronen und Positronen
miissen dafiir auf jeweils 45.6 GeV beschleunigt werden, um dann in einer Vernichtungsreaktion
bei der Kollision reelle Z°-Bosonen erzeugen zu konnen.

Vier Groidetektoren, ALEPH, DELPHI, OPAL und L3 nutzen je eine der vier Wechselwir-
kungszonen, in denen die Elektronen und Positronen zur Kollision gebracht werden. Pro Expe-
riment sind dabei bis zum Ende der LEP-I-Phase 4.25 - 10% Z°-Zerfille nachgewiesen worden.
Die in dieser Arbeit analysierten Daten entstammen dieser Datenmenge.

Seit 1995 ist LEP durch den Einbau supraleitender Kavitdten sukzessive zu immer hoheren
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Schwerpunktsenergien, bei denen schliefilich die Erzeugung reeller W-Paare (y/s > 160 GeV)
und reeller Z°-Paare (/5 > 183 GeV) moglich sind, ausgebaut worden. Bis etwa zum Jahr 2000
wird LEP bei Schwerpunktsenergien zwischen 193 GeV und 200 GeV weiter betrieben.

3.2 Der OPAL-Detektor

Eine detaillierte Beschreibung des OPAL-Detektors (Omni Purpose Apparatus for LEP) findet
man in [39]. Die fiir diese Analyse relevanten Komponenten des Detektors sowie ihre wichtigsten
Eigenschaften werden im folgenden kurz vorgestellt.

y
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Abbildung 3.2: Der OPAL-Detektor. Bild a) zeigt einen Schnitt in der r-p-Ebene durch den
Detektor. Bild b) zeigt einen Schnitt in der x-z-Ebene durch den Detektor.

Silizium-Mikrovertex-Detektor Der Silizium-Mikrovertex-Detektor befindet sich zwischen dem in-
neren und dem &ufleren Strahlrohr im Abstand von 6.0 cm und 7.5 cm von der Strahlachse.
Der 1991 eingebaute Detektor bestand aus zwei zylindrischen Lagen einseitiger Silizium-
streifenzihler, die eine Auflésung von 5 pum bis 6 ym in der r-p-Ebene! erreichten. 1993
ist dieser Detektor durch doppellagige Schichten einseitiger Siliziumstreifenzéihler ersetzt

! Im OPAL-Koordinatensystem zeigt die horizontale z-Achse in Richtung der Mitte von LEP. Die y-Achse
verlduft vertikal, und die z-Achse zeigt in die e™ -Strahlrichtung.
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worden, die neben der Koordinatenmessung in der r-¢-Ebene pro Lage eine z-Messung zur
Verfiigung stellen.

Der Mikrovertexdetektor dient vor allem der Rekonstruktion des Primérvertex und der
Messung der Zerfallsvertizes kurzlebiger Teilchen.

Zentraldetektor Der Zentraldetektor von OPAL besteht aus drei Driftkammersystemen: dem
Vertex-Detektor, der Jet-Kammer und den Z-Kammern:

Vertex-Detektor Der Vertex-Detektor ist eine 1m lange zylindrische Driftkammer deren
Innenradius 8.8 cm und deren Auflenradius 23.5 cm betragt. Er befindet sich zwischen
dem Silizium-Mikrovertex-Detektor und der Jet-Kammer und besteht aus zwei Kom-
ponenten, die senkrecht zur Strahlachse in jeweils 36 Sektoren unterteilt sind. Im
inneren Teil der 36 Sektoren sind je 12 Axialdrdhte parallel zur Strahlachse gespannt.
Der &uflere Teil der 36 Sektoren enthilt je 6 ,,Stereodriahte®, die mit der z-Achse
einen Winkel von 4° einschlieflen. Diese Verdrehung erlaubt eine genaue Messung der
z-Ordinate. Die mittlere Ortsauflosung des Vertex-Detektors betrégt 55 um in der
r-p-Ebene und 700 ym in z-Richtung, unter Benutzung der Stereodréhte [40].
Dieser Detektorteil dient der genauen Rekonstruktion des primiren Wechselwirkungs-
punktes ebenso wie dem Auffinden von Sekundérvertizes schwach zerfallender, kurz-
lebiger Teilchen, wie z.B. Mesonen, die c- oder b-Quarks enthalten.

Jet-Kammer Einer der Hauptbestandteile des OPAL-Detektors ist die zylindrische Jet-
Kammer, die einen inneren Radius von 25 cm, einen dufleren Radius von 185 cm und
eine Liange von 4 m hat. Die Jet-Kammer ist eine Drift-Kammer und dient der Impuls-
messung, der Bestimmung des Ladungsvorzeichens und der Ortsmessung geladener
Teilchen. Sie spielt eine wesentliche Rolle bei der geometrischen Rekonstruktion von
Ereignissen. Dariiber hinaus konnen mit dem spezifischen Energieverlust dE/dz im
Kammergas Teilchen identifiziert werden. Sie ist senkrecht zur Strahlachse in 24 Sek-
toren eingeteilt, so dafl jeder Sektor 15° iiberdeckt. Damit erhélt man Driftstrecken
von bis zu 25.5cm. Zwei benachbarte Sektoren werden durch eine Ebene von Ka-
thodendriahten voneinander getrennt. In der Mitte jeder dieser Sektoren wechseln
sich je einer der 159 Anodendrihte (oder Signaldrihte) und einer der 160 Potenti-
aldridhte ab, die parallel zur Strahlachse gespannt sind. Die Jet-Kammer wird von
konischen Endstiicken begrenzt. Da die Drihte zwischen diesen konisch geformten
Aluminiumplatten eingespannt sind, variiert ihre Lénge und damit auch die Linge
der Kammer zwischen 3.44m (innerer Draht) und 4.12m (d4uferer Draht). Durch die
Anordnung der Potential-, Anoden- und Kathodendrihte erreicht man ein homogenes
elektrisches Feld und damit eine konstante Driftgeschwindigkeit sowie einen konstan-
ten Lorentz-Winkel ar,. Um die Links-Rechts-Mehrdeutigkeit der Spuren aufzulGsen,
sind die Signaldriahte abwechselnd um +100 gm bzw. —100 ym gegen die Symmetrie-
ebene versetzt angeordnet. Das Kammergas besteht aus eine Mischung von Argon
(88.2%), Methan (9.8 %) und Isobutan (2.0 %). Der Druck in der Kammer betrigt
4.0 bar.

Uber Vorverstirker und schnelle FADC (100 MHz Analog-Digital-Wandler) werden
die auf den Signaldridhten erzeugten Pulse an beiden Drahtenden ausgelesen und di-
gitalisiert. Die gemessenen Driftzeiten legen die r-¢-Koordinaten der Teilchenspuren
fest und die z-Ordinaten konnen aus der Ladungsteilung auf den Signaldrihten be-
stimmt werden. In der r-p-Ebene wird eine mittlere Ortsauflésung von 135 pm und in
z-Richtung von 6 cm erreicht [41]. Die Summe der an den beiden Drahtenden gemessen
Ladungsmengen wird zur Bestimmung des Energieverlustes dF/dz im Kammergas
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benétigt. Fiir minimal ionisierende Pionen betrigt die relative Genauigkeit dieser
Messung etwa 3.8 %, wenn 159 MefBpunkte vorliegen.

Das von der Spule erzeugte, 0.435 T starke Magnetfeld reicht aus, um auch die Bahnen
der Teilchen mit hohen Impulses mefibar zu kriimmen. Die Auflésung des Transver-

salimpulses p, , der die Impulskomponente eines Teilchens in der r-p-Ebene angibt,
betrigt [41]:

2
Irs \/0.022 + (151073 Gev=" - py ). (3.1)
y2an

Die relative Auflosung des Transversalimpulses betrigt also z.B. 2.5 % fiir ein Teilchen
mit p; = 10GeV, wihrend sie fiir Myonpaare bei einem maximalen Transversalim-

puls von p; = 45GeV etwa 6.8 % betrigt.

Z-Kammern Die Z-Kammern bestehen aus 24 Driftkammern, die die Jet-Kammer um-
schlieen und deren Dréahte senkrecht zur Strahlachse in Abstéinden von 190 cm bis
196 cm von der Strahlachse gespannt sind. Jede Z-Kammer ist in 8 Sektoren mit
je 6 Signaldrdhten unterteilt. Zusammen iiberdecken sie den Polarwinkelbereich von
|cosf| < 0.72. Sie dienen der Messung der z-Ordinaten am Ende der Teilchenspuren
und erméglichen so die Rekonstruktion der Polarwinkel 8. Die Bestimmung der z-Or-
dinaten erfolgt durch die Messung der Driftzeiten. Die Ortsauflosung betrégt 300 um
in z-Richtung und etwa 1.5cm in der r-¢-Ebene [39)].

Spule Das homogene, 0.435T starke, parallel zur Strahlachse gerichtete Magentfeld wird von
einer normalleitenden Spule erzeugt, die den Zentraldetektor umschlie8t. Das Riickfiihr-
joch des Magneten ist mit ,Streamer“-Kammern bestiickt und bildet das hadronische
Kalorimeter. Die Leistungsaufnahme der Spule betrégt bis zu 5 MW, und das Material der
Spule entspricht ungefdhr 1.5 Strahlungsléngen.

Presampler Der Presampler besteht im Zentralbereich aus 16 doppellagigen Streamer-Kammern
und in den Endkappen aus 32 Vieldrahtkammern. Iniziiert ein Teilchen bereits im Druck-
tank oder in der Spule (insgesamt ungefihr 2 Strahlungsléngen) einen elektromagnetischen
Schauer, kann mit der im Presampler nachgweiesenen Teilchenmultiplizitdt die Energie-
und Ortsauflosung des elektromagnetischen Kalorimeters verbessert werden.

Flugzeitzdhler Die Flugzeitzidhler bestehen aus beidseitig auszulesenden Szintillationszéhlern
mit einer Zeitauflosung von etwa 300 ps. Sie registrieren die Zeit, die ein Teilchen vom
Primérvertex bis zu dieser Detektorkomponente benétigt. Die Flugzeitzéhler sind wichtig
fiir den OPAL-Trigger, und sie dienen der Unterdriickung von Ereignissen aus der kosmi-
schen Hohenstrahlung.

elektromagnetisches Kalorimeter Der Energie- und Ortsrekonstruktion von Elektronen, Positro-
nen und Photonen dient das elektromagnetische Kalorimeter, dessen Bleiglasblocke sich im
Zentralbereich 246 cm von der Strahlachse entfernt befinden und in den Endkappen zwi-
schen 217 cm und 242 cm in z-Richtung vom Wechselwirkungspunkt entfernt angeordent
sind.

Im Zentralbereich sind auf einem Zylindermantel 9440 auf den Wechselwirkungspunkt zei-
gende Bleiglasblocke mit einer Lénge von je 24.6 Strahlungsldngen in 59 Ringen zu je 160
Blocken befestigt. Jeder Block deckt hier einen Winkelbereich von etwa 40 x 40 mrad?
ab. In den Endkappen sind je 1132 Bleiglasblocke zu zwei kuppelformigen Matrizen, die
an die konischen Endstiicke der Jet-Kammer anschlieen und in denen die Blocke par-
allel zur Strahlrichtung angeordnet sind, zusammengesetzt. Jeder Block deckt hier eine
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Fliiche von 9.2 x 9.2 cm? senkrecht zur Strahlachse bei einer Tiefe von typischerweise 22
Strahlungsldngen in z-Richtung ab.

Die Bleiglasblocke werden mit Hilfe von Sekundérelektronenvervielfachern (Zentralbereich)
und Vakuum-Phototrioden (Endkappen), die das Cerenkov-Licht, das die geladenen Teil-
chen im Schauer bei der Durchquerung des Bleiglases erzeugen, registrieren, ausgelesen.
Dabei deponieren Elektronen und Photonen i. allg. ihre gesamte Energie in diesem Detek-
torteil, wahrend die anderen geladenen Teilchen hier nur einen geringen Teil ihrer Energie
verlieren. Die Energieauflésung betriagt im Zentralbereich [39]

%E ~ 0.002 + 0.063,/E/(1 GeV) (3.2)
LS 0.05,/E/(1CeV). (3.3)

Die hohe Granularitidt des Kalorimeters gewéhrleistet eine Ortsauflosung von etwa 11 mm
flir einen Schauer im Zentralbereich und in den Endkappen.

und in den Endkappen

hadronisches Kalorimeter Das Riickfiihrjoch fiir das Magnetfeld der Spule ist mit Streamer-Kam-
mern bestiickt und stellt durch den Wechsel von passiven Eisenlagen, in denen sich der
hadronischer Schauer entwickeln kann, und den aktiven Nachweiskammern ein ,,Sampling“-
Kalorimeter fiir hadronisch wechselwirkende Teilchen dar. Gleichzeitig dient dieses Kalo-
rimeter, das den grofiten Beitrag zu den 7 hadronischen Wechselwirkungsléingen vor den
Myon-Detektoren liefert, als Myon-Filter. Jenseits des hadronischen Kalorimeters gelangen
nur noch Myonen und Neutrinos.

Myon-Kammern Grofiflichige Driftkammern umgeben das hadronische Kalorimeter zum Nach-
weis der durchdringenden Myonen. Sie bestehen im Zentralbereich aus 4 Lagen mit insge-
samt 110 planaren Driftkammern und in den Endkappen aus 4 Lagen Streamer-Kammern.
Sowohl Durchtrittsort als auch -richtung der einfallenden Myonen kénnen hier nachgewie-
sen werden. Die Ortsauflosung betragt im Zentralbereich 1.5 mm in azimutaler und 2 mm
in z-Richtung. In den Endkappen wird eine Auflésung von 1 mm in der r-p-Ebene erreicht.

Vorwartsdetektor Mehrere Detektoren in der Nédhe des Strahlrohres dienen der préizisen Lu-
minosititsmessung, die mit ete -Paaren aus der Bhabha-Streuung als Referenzreaktion
durchgefithrt wird. Der Vorwirtsdetektor besteht aus einem System von Driftkammern,
Proportionalzidhlern und einem 24 Strahlungsléngen tiefen Blei-Szintillator-Sandwich-Ka-
lorimeter. Der systematische Fehler der Luminositdtsmessung mit diesem Detektor liegt
bei 0.45 %.

Silizium-Wolfram-Luminometer Um den systematischen Fehler der Luminositétsmessung zu ver-
bessern und ihn insbesondere dem statistischen Fehler der erwarteten Datenmenge anzu-
passen, wurde 1993 ein Silizium-Wolfram-Luminometer eingebaut und in Betrieb genom-
men. Hierbei handelt es sich ebenfalls um ein Sampling-Kalorimeter, das bei sehr kleinen
Winkeln (von 6 = 25mrad bis # = 60 mrad) mifit. Der systematische Fehler der Lumino-
sitdtsmessung konnte mit dieser Detektorkomponente auf 0.033 % reduziert werden [42].
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4. Photon Rekonstruktion

Wiéhrend geladene Teilchen in den Spurkammern des OPAL-Detektors leicht nachgewiesen wer-
den konnen, hinterlassen neutrale Teilchen hier keine Spuren. In Photonen zerfallende Teilchen
wie m'-Mesonen sind nur anhand ihrer Signatur im elektromagnetischen Kalorimeter (ECAL)
zu identifizieren. Dabei gelangen die Photonen aus dem fiir neutrale Pionen dominanten Zerfall
70 — ~v meist ohne in eTe~-Paare zu konvertieren bis zur Spule, und bilden dann im Presampler
und im elektromagnetischen Kalorimeter je einen elektromagnetischen Schauer aus. Die kine-
matische Rekonstruktion dieser Photonen aus den im ECAL hinterlassenen Energiedepositionen
soll im folgenden beschrieben werden. Es handelt sich um eine neue Methode, um hadronische
Endzustéinde aus dem 7-Zerfall mit verschiedenen 7%-Multiplizititen von einander trennen zu

konnen, sowie deren Vierer-Impulse zu rekonstruieren.

4.1 Elektromagnetische Schauer-Simulationen

Abbildung 4.1 zeigt einen typischen Schauer, den ein einfallendes Photon mit einer Energie von
10 GeV in einem ECAL-Block hinterlaft. Dargestellt sind alle Elektronen (und Positronen), mit
einer Mindestenergie von 0.6 MeV, wobei niederenergetische Spuren dunkel und héherenerge-
tische Spuren hell gefiirbt sind. Die Energie eines solchen Schauers wird bei OPAL mit Hil-
fe der von den Elektronen und Positronen emittierten Cerenkov-Strahlung gemessen, die von
Sekundérelektronenvervielfachern (Zentralbereich) bzw. Vakuum-Phototrioden (Endkappen) in
Spannungspulse, deren Hohe der Zahl der Cerenkov-Photonen und damit der Energie des Schau-
ers proportional ist, umgewandelt werden. Die Prozesse, die zur Schauerausbildung beitragen
und die Parametrisierung der gemessenen Energien im ECAL als Funktion der Energie und
Richtung der einfallenden Photonen moglich machen, werden im folgenden kurz beschrieben.
Trifft ein hochenergetisches Elektron (Positron) oder Photon auf einen dicken Absorber,
wird durch Bremsstrahlungs- und Paarbildungsprozesse eine elektromagnetische Kaskade aus
Elektronen, Positronen und Photonen eingeleitet. Die relevante Léngenskala fiir diese Prozesse
ist die Strahlungsléinge Xg, die der mittleren Strecke entspricht, auf der ein hochenergetisches
Elektron seine Energie bis auf ein e-tel durch Bremsstrahlung verliert. In guter Naherung fiir die
meisten Elemente hingt die Strahlungslédnge nur von der Kernladungszahl Z und der relativen
Atommasse A ab [1]: ,
X, = 716.4gcm™ = A 7 (41)
Z(Z 4+ 1) In(287/\/Z)
wobei die Strahlungsléinge in g cm™“ angegeben wird und erst nach Division durch die Dichte des
Materials die Weglédnge ergibt. Fiir hochenergetische Photonen ist die mittlere freie Weglénge A,
die ein hochenergetisches Photon im Mittel zuriicklegt, bevor es durch Paarbildung vernichtet
wird, ebenfalls mit der Strahlungsldnge verkniipft [1]:
A= 2x,. (4.2)
7
Die longitudinale Entwicklung des elektromagnetischen Schauers kann also als Funktion der
Schauertiefe in Strahlungsléingen angegeben werden. Setzt man A = X, wéchst die Teilchenan-

2



38 4. Photon Rekonstruktion

Abbildung 4.1: Elektromagnetischer Schauer eines 10 GeV Photons in einem Bleiglas-Block
(10 x 10 x 87 ¢cm?). Dargestellt sind alle Elektronen (Positronen) mit einer Mindestenergie
von 0.6 MeV, wobei helle Spuren hoherenergetischer sind als dunkle. Das Photon fallt von
links an der mit einem Kreuz markierten Stelle zentral und entlang der Figurenachse in den
Block ein. Diese einfache Simulation beriicksichtigt Coulomb-Vielfachstreuung, Paarbildung und
Bremsstrahlung, wobei die Wirkungsquerschnitte der beiden letztgenannten Prozesse bis auf eine
untere Energieschwelle als von der Energie unabhdngig angenommen werden und die Impulse
der Tochterteilchen dem halben Impuls des Mutterteilchens entsprechen.

zahl im Schauer exponentiell mit der Schauertiefe x an:
N(z) = 2%/Xo, (4.3)

so lange die dominanten Prozesse im Schauer Bremsstrahlung und Paarbildung sind. Unter der
vereinfachenden Annahme, dafl nur die beiden Tochterteilchen die Energie des Mutterteilchens
erhalten, ergibt sich die mittlere Energie eines Teilchens als Funktion der Schauertiefe zu:

E(x) = Ey/N(x) = Ey 2~/ %o, (4.4)

wenn Fy die Energie des einfallenden hochenergetischen Teilchens ist. Die Schauerentwicklung
bricht ab, wenn der Energieverlust fiir Elektronen nicht mehr dominant durch Bremsstrahlung
stattfindet, sondern durch Ionisation. Der Ubergangsbereich ist durch die kritische Energie FE.'
gegeben, bei der beide Prozesse gleich viel zum Energieverlust beitragen und kann durch folgende
empirische N&herungsformel beschrieben werden [1]:

800 MeV

L= SRveY 4,
Z+1.2 (4.5)

! Eine alternative Definition von E. ist in [43] gegeben, wonach die kritische Energie erreicht ist, wenn der

. s - . T _ 610MeV
Energieverlust durch Ionisation pro Strahlungslédnge der Energie des Elektrons entspricht: E. = = +1; e
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Fiir die Bleiglasblocke des OPAL-Kalorimeters (Die Blocke bestehen aus SF-57 im Zentralbe-
reich und CEREN-25 in den Endkappen [39]) ergibt sich ein Wert von E, = 13.0 MeV fiir den
Zentralbereich und E, = 16.4MeV fiir die Endkappen. Fiir Photonen ist unterhalb derselben
Energie E. nicht mehr die Paarbildung, sondern die Compton-Streuung der dominante ProzeS,
so dafl auch die Photonen unterhalb der kritischen Energie E; nicht mehr zur Schauerentwick-
lung beitragen. Die Anzahl der Teilchen im Schauer erreicht also in der Tiefe .y, fiir die
E(xmax) = Ee gilt, ein Maximum:

In(Ey/E.) '

Tmax = X0 In2

(4.6)
Jenseits dieser Tiefe féllt die Teilchenanzahl exponentiell ab. Der relative Energieverlust beziig-
lich der Schauertiefe kann mit der Gammaverteilung beschrieben werden [44]:

1 dE gl )P~ le—4
LA _ et (17)
Eo di L'(p)
wobei | = /X die Schauertiefe in Strahlungsldngen angibt und die Parameter p und ¢ von der
Energie Ej des einfallenden Photons abhéngen [1]:

E

D = ¢ (1n° + 0.5) +1.0, (4.8)
E.

q =~ 0.5.

Der maximale Energieverlust tritt dann bei

Tmax = X0 (111 Lo + 0.5) (4.9)
E.
auf und liegt fiir Energien zwischen 1 GeV und 50 GeV ein bis drei Strahlungslédngen vor dem
Punkt maximaler Teilchenanzahl x,x aus (4.6). Abbildung 4.2 zeigt den auf die Energie Ej
normierten Energieverlust in Abhéingigkeit der Schauertiefe fiir drei verschiedene Energien, wobei
deutlich die Verschiebung des Maximums von etwa 5 X fiir £y = 1GeV nach etwa 7 X fiir
Ey = 10GeV unter gleichzeitiger Verbreiterung des Schauerprofils zu erkennen ist. Bei einer
typischen Energie von etwa Eg ~ 5.0 GeV fiir ein Photon aus einem 7 — pv, — 77
Zerfall, erhilt man:

Vy — T2V~

p=4.2 Zentralbereich,
p=4.1 Endkappen. (4.10)

Die radiale Entwicklung des Schauers skaliert nicht mit der Strahlungslénge, sondern mit dem
Moliere-Radius Ry [1], der die mittlere radiale Abweichung eines Elektrons mit der Energie E.
von der Einfallsgeraden durch Coulomb-Vielfachstreuung beschreibt:

Ru :X021.2MeV7 (4.11)
E.
wobei hier die kritische Energie E. nach der Definition in [43] gemeint ist. Fiir OPAL betragen
die Moliere-Radien 3.2 cm im Zentralbereich und 4.2 cm in den Endkappen. Ein unendlich langer
Zylinder mit dem Radius 1 Ry enthélt dann 90 % der Energie, wihrend ein Zylinder mit einem
Radius von 3.5 Ry 99 % der Energie enthélt. Bereits aus diesem Verhalten kann man auf zwei
Komponenten schlieflen, die die radiale Schauerentwicklung kennzeichnen:
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Abbildung 4.2: Longitudinale Entwicklung eines elektromagnetischen Schauers. Dargestellt ist
der relative Energieverlust pro Streckenelement als Funktion der Schauertiefe in Strahlungslingen
fiir drei verschiedene Energien eines in die Endkappe einfallenden Teilchens.

1. Fiir die hochenergetischen Teilchen, die am Anfang des Schauers dominieren, ist der ty-

pische Streuwinkel durch die Bremsstrahlung fiir die Aufweitung des Schauers mitverant-

wortlich: )
m
@brems ~ == —

E. v

wobei me die Elektronmasse und F, die Energie des Elektrons bezeichnen.

. Fiir niederenergetische Teilchen ist die Coulomb-Vielfachstreuung fast ausschliefilich der

zur Aufweitung des Schauers beitragende Effekt. Bei Durchqueren einer Strahlungslinge
ist der typische Streuwinkel mit

13.6 MeV  26.6
E, 0l

@mult ~

deutlich grofler als der Streuwinkel der Bremsstrahlung.

Das radiale Profil ist fiir Bleiglas in [45] gemessen worden und kann durch zwei Exponential-
funktionen beschrieben werden, die der zentralen Komponente durch Bremsstrahlung und einer
breiten Komponente durch Coulomb-Vielfachstreuung entsprechen:

1 dE _ _
Eiog = GA%G Ar + b)\%e )\27". (412)
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Drei Bedingungen fixieren drei der vier Parameter in Gleichung (4.12):
1. 90 % der Energie befinden sich innerhalb eines Zylinders mit R = 1 Ry:

™ aE
— rdr=09.
5 E() d?’r "

2. 99 % der Energie befinden sich innerhalb eines Zylinders mit R = 3.5 Ry:

3.5 Rm | dE
——rdr =0.99.
E[) drr "
3. Normierung:

[1aE
——rdr=1.
FEy dr

0

Aus der 3. Bedingung folgt a+b = 1. In [45] und [46] ist das Verhiltnis der breiten zur zentralen
Schauerkomponente ¢ = b/a als vierter freier Parameter gewihlt worden. Die Messung an Blei-
glas TF-1 [45] fithrte zu dem Verhéltnis ¢ = 0.14, wéhrend der aus simulierten Ereignissen fiir
das OPAL-Kalorimeter (Zentralbereich) bestimmte Wert [46] bei ¢ = 0.12 liegt?. Die Parameter
der radialen Energieverteilung (Gleichung (4.12)) lauten dann fiir den Zentralbereich [46]:

a=0.89, b=011, M\ =18lem ™', X =039cm (4.13)
und fiir die Endkappen:
a=0.88, b=0.12, M\ =140cm™ !, Xy =0.29cm™ . (4.14)

Mifit man den Abstand von der Schauermitte direkt in Moliere-Radien, ¢t = r/Ry;, folgt aus
den Normierungsbedingungen, daf der relative Energieverlust in der Variablen ¢ multipliziert mit
Ry unabhéngig von Ryp ist. Abbildung 4.3 zeigt die radiale Schauerentwicklung fiir verschiedene
»,Halo-zu-Kern“-Verhéltnisse c.

Die radialen und longitudinalen Schauerprofile (Gleichungen (4.12) und (4.7)) kénnen nun
benutzt werden, um die Energiedeposition in jedem ECAL-Block als Funktion der Richtung
und Energie des Photons anzugeben. Im Zentralbereich des Kalorimeters muf§ nur % iiber die
Oberfliche des Blocks integriert werden, wéhrend in den Endkappen die Verteilung % iiber

das gesamte Blockvolumen zu integrieren ist.

4.2 Schauerparametrisierung im Zentralbereich

Die Parametrisierung der elektromagnetischen Schauer im Zentralbereich des Kalorimeters mit
der radialen Energieverteilung aus Gleichung (4.12) ist in [46] durchgefiihrt worden. Abbil-
dung 4.4 zeigt eine Abwicklung des zylindrischen Kalorimeters und die fiir die Parametrisierung
relevanten Blocke. Abhéingig vom Einschuflort des Photons in den ersten Block kann der Anteil

2 In [46] wird allerdings der Moliére-Radius statt {iber die kritische Energie iiber den minimalen Energieverlust
definiert und ist mit Ry = 2.92 cm etwas kleiner als der oben zitierte Wert Ry = 3.2 cm. Mit dem gréfleren Wert
kommt [46] ebenfalls auf ein ,, Halo-zu-Kern“-Verhéltnis von ¢ = 0.14.
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Abbildung 4.3: Radiale Entwicklung eines elektromagnetischen Schauers. Dargestellt ist der re-
lative Energieverlust pro Flichenelement als Funktion des Abstands von der Schauermitte in
Moliére-Radien fiir verschiedene ,Halo-zu-Kern“-Verhdiltnisse c¢. Der Faktor Rys in der Ordi-
nate normiert Verteilungen, die zu verschiedenen Ry gehdren, aufeinander.

der Energie in jedem der neun numerierten Blocke durch folgendes Integral bestimmt werden:

xinax y/lirnax
1 dE

by = — d dy — =1, 4.1

=g [de [y =t (115)
x;ﬂin yzynin

wobei r der Abstand des aktuellen Punktes auf der Blockoberfliche vom Eintrittsort (xg,yo) des
Photons ist:

r= /(@ —20)>+ (y — ) (4.16)

und die Integrationsgrenzen den Koordinaten der Blockgrenzen des i-ten Blocks in der ebenen
Abwicklung des Zylinders entsprechen. Die projektive Anordnung der Blocke im Zentralbereich
des Kalorimeters erlaubt es, alle moglichen Einschufpositionen des Photons auf den senkrechten
Einfall des Photons in einen Block zuriickzufiihren. Da lediglich die direkten Nachbarblocke des
getroffenen Blocks einen nennenswerten Bruchteil der Energie enthalten (der parametrisierte
Bereich enthilt immer mehr als 98.9% der gesamten deponierten Energie), kann bei dieser
Integration auch der kleine Neigungswinkel (2.25° in ¢-Richtung und ~ 1.9° in z-Richtung)
zwischen benachbarten Blocken vernachlissigt werden. Die Integration in Gleichung (4.15) kann
dann numerisch ausgefiithrt werden. In [46] ist fiir 21 x 21 Einschuforte, die den Punkten eines
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Abbildung 4.4: Der Zentralbereich des elektromagnetischen Kalorimeters von OPAL. Dargestellt
ist eine Abwicklung des zylinderférmigen Zentralbereichs. Horizontal ist die p-Richtung aufge-
tragen und vertikal ist die z-Richtung abgebildet. Gepunktete Linien markieren die Blockgrenzen
(10 x 10 em? ). Die neun numerierten Blicke sind die fiir die Parametrisierung eines Photons,
das in den Block mit der Nummer 1 eintritt, verwendeten Bldcke. Die projektive Geometrie des
Kalorimeters erlaubt es, alle Blicke durch dieselbe Parametrisierung zu beschreiben.

Gitters mit 0.5cm breiten Abstédnden in x- und y-Richtung entsprechen, das Integral fiir alle
neun Blocke bestimmt worden. Die integrierten Energieverteilungen sind mit Polynomen in
den Ortskoordinaten des Photoneintritts in das ECAL (xo,y0) gut zu beschreiben [46]. Unter
Ausnutzung der Punktsymmetrie beziiglich der Mitte des ersten Blocks, (xg,yo) = (0,0), ergeben
sich die folgenden Polynome:

Ey =Ey X <1 + alxg) (ag + agyg’) ,
E274 = EO X 14+ ar1zg + a2$0 + agaso + a4x0 + a5x0 + aﬁxo + a7x0 + agaz())
X |ag—+ a10y0>

ag + a10960) (4.17)

a1 + az(zo + yo) + az(wo + yo)? + aa(wo + yo)*+

X

(
(
Bys=Ey x (14 awyo +azyd + asyl + aayiy + asyd + acyl + aryg + asyi))
(
(

Egs = Fo
as(zo + yo)* + as(xo + 0)° + ar(wo + y0)® + as(xo + yo)" +
ag(zo + %0)° + a10(zo + yo)” + a11(zo + yo)lo) :

Er9=FEy

X

(al + az (o — yo) + az(wo — yo)? + as(zo — yo)*+
as(zo — y0)* + ag(zo — y0)® + az(zo — y0)® + as(zo — yo)” +
ag(wo — y0)® + ato0(zo — y0)° + a11(zo — yo)lo) .

Die Parameter sind in [46] aus der Anpassung der Polynome an die 441 Integrale pro Block
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bestimmt worden und in Tabelle 4.1 angegeben. Die Verteilung der Energie des Schauers auf die
neun Blécke fiir Photonen, die in den mittleren Block treffen, ist in Abbildung 4.5 dargestellt.
Man erkennt deutlich, daf3 die Energie hauptséchlich im mittleren Block deponiert wird, wahrend
die Randblécke lediglich fiir Einschuflorte nahe der Blockgrenze nennenswerte Bruchteile des
Schauers beinhalten.
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Abbildung 4.5: Verteilung der Energie eines Photons auf die Blocke im Zentralbereich. Die Grau-
stufen geben den Energieinhalt in dem jeweiligen Block als Funktion der Position der Blockmitte
beztiglich des Einschuflorts des Photons an. Konturlinien sind in Abstinden von 0.025 einge-
zeichnet.

4.3 Schauerparametrisierung in den Endkappen

In den Endkappen ist die Geometrie der Blocke nicht mehr invariant unter Wechsel der Photon-
richtung, sondern die Blocke werden unter verschiedenen Winkeln von den Photonen getroffen.
Daher kann die Energieverteilung nicht mehr durch die Parametrisierung eines einzigen Blocks
fiir alle Bereiche des Kalorimeters beschrieben werden. In Abbildung 4.6 ist ein Achtel einer
Endkappe dargestellt, auf die sich die anderen Achtel (auch die der zweiten Endkappe) durch
Spiegelung transformieren lassen. Die 154 Blocke in diesem Achtel® stellen damit, statt des einen
Blocks im Zentralbereich, die erforderliche Anzahl Blocke dar, in denen die Energieverteilung

3 Die 154 Blocke sind etwas mehr als eine Achtel-Endkappe, da entlang der diagonalen und der horizontalen
Begrenzung auch ganze Blocke simuliert werden.



46 4. Photon Rekonstruktion

parametrisiert werden muf}, um das Ansprechen aller 2264 Blocke in den Endkappen zu be-
schreiben. Die fehlende Symmetrie beziiglich der Photonrichtung fithrt auch zu asymmetrischen

Strah[ohr

183.3cm

Abbildung 4.6: Fin Achtel einer Endkappe des elektromagnetischen Kalorimeters von OPAL.
Die schmale, durchgezogene Linie begrenzt das Achtel, in dem fiir alle Blicke die Schauerform
parametrisiert wurde. Die anderen Achtel sowie die zweite Endkappe konnen durch Spiegelun-
gen auf dieses Achtel abgebildet werden. Die gepunkteten Linien markieren die Blockgrenzen
(9.4 x 9.4 em?). Gestrichelte Linien trennen Bereiche, in denen die Bliocke eine unterschied-
liche Linge (senkrecht zur Zeichenebene) haben (52 cm innen, 42 cm in der Mitte, 38 cm am
dufleren Rand und 35 cm fir den Eckblock). Die neun numerierten Blocke sind die fiir die Para-
metrisierung eines Photons, das in den Block mit der Nummer 1 eintritt, verwendeten Bldcke.
Die relative Anordnung dieser neun Blocke ist fiir alle 154 Blicke des Achtels identisch.

Energieverteilungen in den Nachbarblocken des Einschuflblocks: Blocke, die beziiglich der Pho-
tonachse weiter innen liegen, erhalten weniger Energie als weiter aulen liegende Blocke, da die
Photonen von innen nach auflen das Kalorimeter durchqueren, und der gréfite Energieverlust
erst nach 4 bis 7 Strahlungsldngen einsetzt. Die Anordnung der acht Blécke, die neben dem
Block, auf den das Photon zunéchst trifft, zu berticksichtigen sind, ist daher asymmetrisch. Fiir
alle Blocke eines Achtels wird, wie in Abbildung 4.6 fiir einen Block beispielhaft eingezeichnet,
dieselbe Anordnung der acht Blécke, von denen je nach EinschuBort des Photons in der Regel
nur vier nennenswerte Energieinhalte besitzen, benutzt. Unter der vereinfachenden Annahme,
dafl die Energieverteilungen in radialer und longitudinaler Ausbreitung in Bezug auf die Ein-
schufirichtung des Photons unabhéngig sind, kann die Energie in jedem Block der Endkappen
durch folgendes Integral beschrieben werden:

lnax max

1 dE 1 dE
Ei = de [ dy [ a2 =2 2 i=1,---,9, 4.1
27TX0/ x/ y/ “Fodr Eo i’ " ) (4.18)

mln mln rnln
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wobei wie in Gleichung (4.15) mit r der Abstand des aktuellen Punktes im Blockvolumen zur
Photonflugrichtung gemeint ist, und [ dessen Distanz vom Eintrittsort des Photons in den Block
parallel zur Photonflugrichtung in Einheiten der Strahlungslinge Xy angibt. Die logarithmische
Abhéngigkeit des Parameters p von der Energie Ey in der longitudinalen Energieverteilung
(siehe Gleichung (4.8)) wird fiir die Berechnung vernachlissigt und fiir alle Integrale auf den zu
FEy = 5GeV gehorenden Wert p = 4.1 gesetzt. Fiir alle 154 Blocke, die direkt von einem Photon
getroffen werden konnen, sowie den 8 x 154 Nachbarblocken wird wie im Zentralbereich das
Integral (4.18) numerisch fiir je 22 x 22 Photoneintrittsorte (zg, Yo, 20) bestimmt. Dabei bilden
die je 484 Punkte in der xy-Ebene ein regelméfBiges Gitter mit 0.46 cm breiten Absténden.
Die z-Komponente entspricht jeweils der Lage der Oberfliche des ersten getroffenen Blocks in z-
Richtung. Mit der Detektorsimulation wird auflerdem die Anzahl der Strahlungsldngen, die jedes
Photon vor dem Erreichen des Kalorimeters zu passieren hat und in den Endkappen zwischen
1.3 und 6.5 liegt, bestimmt, und in der Integration beriicksichtigt, indem die Schauertiefe [
um diesen Wert verldngert wird. Abschnitte, in denen sich der Schauer durch den Versatz der
Blocke in z-Richtung kurzzeitig auflerhalb des Bleiglases entwickelt, werden dagegen nicht zu der
Schauertiefe addiert. Fiir jeden der 154 priméren Blocke pafit man fiir die neun zu beschreibenden
Blocke je ein Polynom dritten Grades in x = x¢g — 1 und y = yo — y1 an die 484 berechneten
Werte pro Block an, wobei die Photonkoordinaten (xg, yo) auf die Blockmitte (x1,y;) des ersten
Blocks bezogen werden:

E; = Ey x ( a1+ axy + a3y’ + ay’ + (4.19)
(a5 + agy + ary®> + agy® )+
(a9 + awy + any® + any® )z* +
(a3 + auy + asy® + aey® )2? )

In Tabelle 4.2 sind die Parameter fiir einen typischen Block in der Endkappe und die acht
Blocke in dessen Umgebung (die markierten Blocke in Abbildung 4.6) angegeben. Insgesamt
wird die Energieverteilung in den Endkappen durch 22176 Parameter beschrieben, wihrend fiir
den Zentralbereich nur 87 Koeffizienten nétig sind. Die asymmetrische Aufteilung der Energie
ist in Abbildung 4.7 gut zu erkennen. Die maximale Energiedeposition ist deutlich vom Zentrum
des priméren Blocks nach oben rechts verschoben.

Die parametrisierte Energieverteilung (4.19) kann mit simulierten Photonschauern aus der
vollen GEANT-Simulation des OPAL-Detektors [47] verglichen werden. Hierfiir sind pro Block in
dem betrachteten Achtel der Endkappe etwa 3000 Photonen mit Energien zwischen 2 GeV und
40 GeV generiert worden [48]. Hier werden alle einzelnen Wechselwirkungen, die zur Entwick-
lung des elektromagnetischen Schauers gehéren (und auch nicht-elektromagnetische Wechsel-
wirkungen) sowie das Antwortverhalten der Sekundérelektronenvervielfacher auf das emittierte
Cerenkov-Licht der geladenen Teilchen im Schauer simuliert. Die Teilchen miissen hierfiir bis un-
ter die Cerenkov-Schwelle durch die Bleiglasblicke verfolgt werden, so daf8 auch bei vollstindig
simulierten hadronischen Z°-Zerfillen die Berechnungen fiir das ECAL den zeitaufwendigsten
Programmteil ausmachen. In Abbildung 4.8 ist fiir einen typischen Block der Endkappe ein
Vergleich der parametrisierten Energieverteilung auf die neun relevanten Blécke mit den aus
der Simulation gewonnenen Werten zu sehen. Die Punkte geben das mittlere Verhalten der si-
mulierten Photonen fiir drei verschiedene Einschuhéhen der Photonen ((4 4+ 1) cm; (0 4+ 1) cm;
(—4+1) cm) in den priméren Block wieder. Die Linien zeigen das gemittelte Verhalten derselben
Photonen, wenn statt der Simulation die Parametrisierung benutzt wird. Die Abhéngigkeit der
Energieverteilung von der Einschufiposition des Photons wird insgesamt gut durch die Parame-
trisierung wiedergegeben.
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Block a1 as as a4 as ag ar as
1 3.139-10"7 —3.397-10"2 —6.627-10"° 1.427-10"7 —8.436-1072 1.515 - 1072 1.678-107% —1.908-10~1
2 2.161-107Y —8.670-1072 1.644-1073 1.700 - 1073 7.614-1072 —1.851-10"2 —1.585-1072 4.292-107*
3 1.090-107% —3.089-107° 7571-107% —-1.836-10"* —1.799.10"* 7.948-107° —7.136-107° 1.404 - 1075
4 4.671-1072 3.548 - 1072 59101072 —5.465-10"° —2.576-10"2 —1.755-1072 —1.474-1073 3.004-107*
5 25891072 —6.654-10"* 1.714-107* —2.628-107° 1.356-10"% —1.489.107° 5.803-107° —1.403-107°
6 2.806 - 107! 7.763-107% —2.280-107% —1.472-1073 1.638 - 1072 1.795 - 1072 1.272-107%  —3.794-107*
7 1.649-1073 2.801-10"% 2.016-107* —6.564-107° 2.361-107* 5.603 - 107° 2.087-107% —4.749-107°
8 3.450-1072 —3.384-107% —9.422.107* 7.680-107° 1.602-1072 —2.207-10"* —4.976-10"* 1.573-107°
9 2.670-1073 2.214-1073 5.895-107* 4.495-107° —2.500-10"% —4.294-1076 1.978 - 1074 4.250-107°
Block a9 aio ail a2 ais a4 ais aie
1 —2.012-107% —-1.162-10"° 1.205 - 1077 3.991-107° 1.308-107% —1.348-10~%7 —4.077-107° —9.998 -10~ "
2 2.293.1073 1.221-107% —2.221-107*% —3.734-107° —1.111-1073 3.448 - 107* 2.249.107% —9.059-10"¢
3 2.628-107° —1.723-107° —1.551-107° 4.256 - 1076 7.482-107% —5.355-107% —2.208-107" 2.577-107"7
4 3.722.1073 1.174-107% —1.374-107* —4.703-107° 1.759 - 10~° 2.442 -10~* 3.886-107° —4.426-107°
5 —4.360 - 107° 1.937-107° 8.868-107% —2.666-10"° —4.328-107° 1.602-107° 3.780-1077 —1.301-107"
6 -5.336-10"% —7.862-107% 1.861-107% 1.655-107° —3.775-107* —3.635-10"%* —1.405-107° 9.602-10°
7 3.830-107* —3.249-107* 6.446 - 107> —1.363-107° 8.764-107° —7.147-107° 5.982 107 1.475-1076
8 2.304-1073 4.799-107* —5.991-107° —6.817-107° 6.866 - 107° 8.541-107° 1.628-107% —1.611-10"C
9 —7.743-107° —6.942-10"° —2.941-107° 2.215-107° 9.983-10¢ 2.862-107% —4.100-107% —9.799-10""
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Abbildung 4.7: Typische Verteilung der Energie eines Photons auf die Blicke im Endkappenbe-
reich. Die Graustufen geben den Energieinhalt in dem jeweiligen Block als Funktion der Position
der Blockmitte beziiglich des Finschuflorts des Photons an. Konturlinien sind in Abstinden von
0.025 eingezeichnet. Photonen, die nicht als erstes in den Block Nr. 1 treffen, sind nicht in der
Abbildung beriicksichtigt. Daher sind an den Blockgrenzen einige Bereiche ausgespart.

4.4 Nachweis von Photonen

Mit den im letzten Abschnitt beschriebenen Parametrisierungen kénnen aus dengemessenen
Energien in den Bleiglasblocken des Kalorimeters in jedem Ereignis die Anzahl der Photonen,
deren Richtung und ihre Energie bestimmt werden: Fiir jeden ECAL-Cluster werden die Hy-
pothesen, dal £k = 0,---, N Photonen zu den beobachteten Energien gefiihrt haben, getestet.
Dabei werden neben den k Photonen, fiir die Richtung und Energie bestimmt werden soll, fiir
jedes geladene Teilchen, das das ECAL erreicht, ein Photonkandidat (Spurphoton) mit festge-
legter Richtung vom Wechselwirkungspunkt zum Eintrittsort der Spur in das ECAL und mit
variabler Energie in der Anpassung beriicksichtigt, da Pionen und Kaonen bereits im ECAL
durch hadronische Wechselwirkungen zu Energiedepositionen fiithren kénnen. In jeder Iteration
werden dabei die 3 k Parameter der Photonen (), 03, E§), i=1,---,k und die ¢ Energien der
Spurphotonen E!, t = 1,---,¢c, wobei ¢ die Anzahl der Spuren ist, deren Eintrittsorte in das
ECAL im betrachteten ECAL-Cluster liegen, so gewéhlt, dafl der folgende Ausdruck minimal
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Abbildung 4.8: Vergleich der parametrisierten Energieverteilung mit der vollen Detektorsimu-
lation. Fir drei verschiedene Finschuffhéhen in den primdren Block ist die Energieverteilung
auf die neun Bldcke aus der Simulation gegen die horizontale Finschufposition aufgetragen. Die
Linien geben die aus der Parametrisierung gewonnenen Mittelwerte wieder.

wird:
c 2

1 m k )
= Z (Ej -> EL - E;) ) (4.20)
j=1 t=1 =1

Hier ist E; die gemessene Energie des j-ten Blocks von insgesamt m Blocken im Cluster, E; ; der
Energieeintrag dieses Blocks vom t-ten Spurphoton, E; der vorhergesagte Beitrag zur Energie
dieses Blocks vom i-ten Photon und o = 100 MeV die geschétzte Unsicherheit in der gemessenen
Blockenergie. Zu einem ECAL-Cluster gehdren Blocke, die bei von Null verschiedenen Energie-
eintrdgen mindestens iiber eine Kante mit einem anderen Block des Clusters verbunden sind.
Fiir Blocke, die von einem geladenen Teilchen getroffen werden, wird die gemessene Energie in
diesem Block um die wahrscheinlichste Energie, die ein geladenes, minimal ionisierendes Teilchen
beim Durchgang durch den Block deponieren kann, vermindert. Diese Werte sind mit Myonen
aus simulierten 7-Zerféllen bestimmt worden und liegen im Mittel bei 420 MeV fiir einen Block
im Zentralbereich und bei 8.6 MeVem ™! in den Endkappen.

In der k+1-ten Iteration werden fiir die Startwerte der ersten k Photonen, deren Parameter
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in der vorhergehenden Iteration bereits optimiert wurden, die Resultate der k-ten Iteration ein-
gesetzt, wihrend fiir das k+1-te Photon die Mitte desjenigen Blocks als Startposition gewéhlt
wird, der nach Abzug der Beitrige der ersten k Photonen und der ¢ Spurphotonen den grofiten
Energieeintrag enthélt, und als Startwert fiir EI’C'HL der k+1-te Bruchteil der gesamten Cluste-
renergie genommen. Die Parameter aller k41 Photonen und der ¢ Spurphotonen werden dann
gemeinsam so optimiert, dal das x? minimal wird. Diese Anpassung geschieht in einer lineari-
sierten, iterativen Minimierung [49]. Fiir die k-te Minimierung werden die 3k Startwerte der k
Photonen zu einem Vektor x zusammengefafit?:

Tjry1 = (1063
Tipe = 93, (4.21)
iy = Eb, i'=33G0-1), i=1,--- k.

Fiir den Lésungsvektor x gilt dann:

dy? _
dz,

gn(X) = 0, n=1,---,3k. (4.22)

Eine Taylor-Entwicklung von g(X) um g(x) ergibt:

0 = gitn i)
= gi’+n(x>+
m 2. dE! dE]
Tii] — Xil 4.2
o2 szxz+l dxz-ﬁ- (Zirt1 — Tira) (4.23)

J=
=3i—-1), i=1,---,k, n=1,---,3,

wobei Korrelationen zwischen Parametern verschiedener Photonen vernachléssigt werden und die
Taylor-Reihe nach dem linearen Glied abbricht. In diesem Term sind auch die zweiten Ableitun-
gen nach den Parametern vernachléssigt, wodurch die Minimierung in jedem Schritt vollstdndig
linear in den Parametern erfolgt. Definiert man nun die positiv definite Matrix M, mit den von
Null verschiedenen Elementen:

2 dEZ dEZ
My ir = 4.24
vEndi+ o2 Z; dair gy day iy (4.24)
i ( 1), i=1,---,k,
l=1,---,3, n=1,---,3,
kann Gleichung (4.23) durch folgende Matrixgleichung beschrieben werden:
0=gx)+M:(x—x), (4.25)
und die ndchste Naherung des Losungsvektors ist:
x=x-M"! gx). (4.26)

Nach diesem Schritt wird x auf X gesetzt und die néichste Niherung fiir den Losungsvektor wie
eben berechnet. Wenn sich das x? nicht mehr #ndert, bricht die Optimierung ab. Die letzte

4 Hier wird der Fall beschrieben, in dem kein geladenes Teilchen zu dem ECAL-Cluster assoziiert werden konnte
(¢ = 0). Die Verallgemeinerung fiir ¢ > 0 geschieht durch das Verlingern des Vektors x um die 3¢ Parameter der
Spurphotonen, von denen aber nur die ¢ Energien optimiert werden, wiahrend die Winkel fest bleiben.



52 4. Photon Rekonstruktion

Niherung x ist dann das gesuchte Ergebnis und die genéherte Fehlermatrix des Losungsvektors
ist:
V(X)) =2-M 1 (4.27)

Die gesamte Anpassung fiir einen ECAL-Cluster wird maximal fiir N = 8 Photonen durch-
gefithrt und bereits bei kleineren N abgebrochen, wenn die individuelle Restenergie jedes Blocks
kleiner als 100 MeV ist. Von den N Anpassungen wird die mit dem kleinsten Verhiltnis von y?
zur Anzahl der Freiheitsgrade d.o.f. als wahrscheinlichstes Ergebnis ausgewihlt.

Im n#chsten Schritt werden die Photonkandidaten aller Cluster mit einer Mindestenergie
von 50 MeV iiberpriift, wihrend Photonen mit geringerer Energie unberiicksichtigt bleiben:

1. Die Energieverteilung im ECAL durch hadronische Wechselwirkungen ist normalerweise
breiter als die einer elektromagnetischen Wechselwirkung, da Tiefe und Breite des hadro-
nischen Schauers mit der hadronischen Wechselwirkungslinge A ~ 35gcm~—2 A~1/3 skalie-
ren [1], die fiir die OPAL-Kalorimeter etwa durch 12 Strahlungslingen gegeben ist. Das
Spurphoton beschreibt daher den hadronischen Anteil im ECAL nicht immer vollstindig,
und es miissen weitere Photonkandidaten, die nahe dem Eintrittsort des geladenen Teil-
chens in das ECAL rekonstruiert werden, der hadronischen Komponente zugeordnet wer-
den.

2. Photonkandidaten, die im ECAL zu eng benachbart rekonstruiert wurden, und meist aus
demselben Schauer stammen, miissen zu einem Photonkandidaten vereint werden.

Im Zentralbereich werden Photonen, die, abhéingig vom Polarwinkel der Spur des geladenen
Teilchens, im Abstand von maximal 7 cm bis 9 cm vom Eintrittsort der Spur in das ECAL rekon-
struiert werden, in der Reihenfolge ihrer Absténde zur Spur, der Spur zugeordnet. Der Grenzwert
nimmt dabei von der Mitte des Zentralbereichs zum Rand hin zu, da hier zum einen wegen des
dickeren Materials vor dem Detektor die Ortsauflosung der Photonen schlechter ist und zum
anderen wegen des grofleren Abstands zum Wechselwirkungspunkt die Winkelauflésung der Pho-
tonen deutlich besser ist, so daf der groBere Grenzwert tolerabel ist. Der halbe Offnungswinkel
des Kegels, in dem Photonkandidaten einer Spur zugeordnet werden koénnen, betréigt demnach
nur 1.2° am Rand des Zentralbereichs und 1.6° in der Mitte des Zentralbereichs. Die exakte
Form des Zuordnungskriteriums, das mit simulierten 7-Zerféllen bestimmt worden ist, lautet:

1 — cosa < 0.0004 | sin 0], (4.28)

wobei a den Winkel angibt, den die Flugrichtung des Photonkandidaten mit der Achse vom
Wechselwirkungspunkt zum Eintrittsort der Spur in das ECAL einschliet und 6, den Polar-
winkel der Spur bezeichnet.

In den Endkappen ist die Ausbildung eines hadronischen Schauers auch im Mittel nicht mehr
symmetrisch um den Eintrittsort in das ECAL. Da der hadronische Schauer spéter anfiangt als
der elektromagnetische, der der Parametrisierung des Spurphotons zugrunde liegt, und ein Teil-
chen, das in die Endkappe gelangt, dieselbe von innen nach auflen durchquert, sind Photonkan-
didaten, die im Azimutwinkel mit dem Eintrittsort einer Spur iibereinstimmen und einen etwas
groferen Polarwinkel haben als die Spur, wahrscheinlich der hadronischen Wechselwirkung des
geladenen Teilchens zuzuordnen. In Abbildung 4.9 ist fiir simulierte 7 — 7wv,-Zerfille, in denen
mindestens ein Photonkandidat gefunden wurde, fiir den Photonkandidaten mit der hochsten
Energie die Differenz |cos | — | cosf,| in Abhéngigkeit von |cos 6 | dargestellt, wobei 6, der
Polarwinkel der Spur und 6, der Polarwinkel des Photonkandidaten ist.
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Abbildung 4.9: Beziehung zwischen dem Polarwinkel des Photonkandidaten mit der hdchsten
Energie und dem Polarwinkel der Spur in simulierten T — wv,-Zerfillen. Die meisten Photon-
kandidaten liegen innerhalb des Intervalls £0.02 um die durchgezogenen Linie und weichen vom
symmetrischen Verhalten (gestrichelte Linie) ab.

Die Abweichung von der Nulllinie ist deutlich zu erkennen. Photonkandidaten, die in den
Endkappen die folgenden Bedingungen erfiillen, werden daher der Spur zugeordnet:

lor — 4| < 0.06,
|| cos 0| — | cosB,| —0.1027 4 0.0981 | cos b|| < 0.02, (4.29)

wobei ¢, den Azimutwinkel des Spureintrittsorts in das ECAL angibt und ¢, der Azimutwinkel
des Photonkandidaten ist.

In allen Féllen geschieht die Zuordnung von Photonkandidaten, die im Zentralbereich Glei-
chung (4.28) oder in den Endkappen Gleichung (4.29) erfiillen, zu einer Spur nur solange, bis
die Summe der Energien des Spurphotons und der bereits zugeordneten Photonkandidaten die
Energie des geladenen Teilchens (unter Pion-Hypothese) nicht iiberschreiten.

Die Zusammenfassung von Photonkandidaten, die so nah benachbart rekonstruiert wurden,
daf} sie wahrscheinlicher aus einem Schauer als aus zwei Schauern stammen, ist mit simulierten
T — 7nrlv, — 7 2nyv,-Zerfillen so optimiert worden, dal nach der Zuordnung von Photon-
kandidaten zu der Spur und der Zusammenfassung von benachbarten Photonkandidaten die
resultierende Anzahl rekonstruierter Photonen ein Maximum bei 2n fiir n = 0, 1, 2 aufweist:

1—cosfi; < 0.0003|sinbcone|, |cosbeone| < 0.81, (4.30)
1—cosfBi; < 0.0003]cosbcone|, |cosbOcone| > 0.81, (4.31)

wobei die Photonkandidaten ¢ und j den Winkel 3; ; einschlieen und f¢one den Polarwinkel des
Kegels angibt, in dem sich die beiden Photonkandidaten befinden.
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5. Ereignisselektion

5.1 Selektion von T-Paaren

In den Jahren 1989 bis 1995 ist fiir die Energie Eeam der kollidierenden Elektronen und Positro-
nen bei LEP je die Hilfte der Energie gewiihlt worden, die man benétigt, um ein reelles Z°-Boson
zu erzeugen': Epeam = 45.6 GeV. Dabei wird der Endzustand 77~ nur in etwa 3.4 % aller Z°-
Zerfalle erzeugt. Der Anteil dieses Reaktionstyps ist, bezogen auf alle bei der Schwerpunktsener-
gie /s = my stattfindenden Reaktionen, zu denen auch Prozesse gehéren in den kein reelles Z°-
Boson erzeugt wird, sogar noch kleiner. Zu unterscheiden sind hier, neben den Ereignissen, in
denen das Z°-Boson mit einem Verzweigungsverhiltnis von etwa 20 % in unsichtbare Neutrinos
zerfiallt, die folgenden Prozesse:

ete”™ — qq: Zu (69.90 +0.15) % zerfillt das Z°%-Boson in Quark-Antiquark-Paare [1], die dann
hadronisieren. Ein typisches , multihadronisches“ Ereignis, das 1994 mit dem OPAL-De-
tektor aufgezeichnet wurde, ist hier dargestellt.

Run:event 5060: 1004 Ctrk(N= 31 Sump= 72.4) Ecal(N= 50 SumE= 41.8)
Ebeam 45.619 Vitx ( 0.03, 0.06, 0.77) Hcal(N=26 SumE= 23.4) Muon(N= 2)

Die Abbildung zeigt einen Schnitt in der r-p-Ebene durch den OPAL-Detektor. Sche-
matisch sind die Begrenzungen einiger Detektorkomponenten eingezeichnet. Die beiden
kleinen Kreise in der Mitte begrenzen den Mikrovertex-Detektor und den Vertex-Detek-
tor. Die Darstellung der Spuren, die in den Drift-Kammern nachgewiesen wurden, endet

! Um die Z°-Resonanzkurve aufzunehmen, hat man die Schwerpunktsenergie um bis zu £3 GeV variiert.
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an der Spule. Der niichste (gepunktete) Kreis kennzeichnet den Beginn des elektromagne-
tischen Kalorimeters, dessen getroffene Blocke ebenfalls dargestellt sind, wobei die Lénge
jedes Blocks seinem Energieinhalt entspricht. Treffer im hadronischen Kalorimeter, das
einen Ring weiter auflen beginnt, sind genauso energieproportional abgebildet. Den Ab-
schlul bilden die Myon-Kammern. Die Treffer hier sind als Kreuze wiedergegeben. Die
Kopfzeile in der Darstellung des Ereignisses enthélt einige Informationen iiber Nummer
und Zeitpunkt des Ereignisses, die Anzahl der rekonstruierten Spuren und die Summe
ihrer Impulsbetrige sowie die Summen der beobachteten Energien in den Kalorimetern.
Neben den abgebildeten Ereignissen ist jeweils das Feynman-Diagramm in der niedrigsten
Ordnung angegeben, das den entsprechenden Prozefl beschreibt.

In der Selektion werden nur Ereignisse beriicksichtigt, die hochstens sechs Spuren in den
Drift-Kammern aufweisen, so dafl die meisten multihadronischen Ereignisse, die bei einer
Streuung von 4.4 Spuren im Mittel 14.3 Spuren im Zentraldetektor hinterlassen [50], un-
terdriickt werden. Dabei miissen rekonstruierte Spuren im Zentraldetektor folgende Qua-
litdtskriterien erfiillen, um beriicksichtigt zu werden:

e mindestens 20 Treffer in der Jet-Kammer gehoéren zu der Spur;

e ihr minimaler Abstand zur Strahlachse, dy, betridgt hochstens 2.0 cm, wobei der Ab-
standsvektor senkrecht zur Strahlachse steht;

e der Betrag der z-Komponente, |zg|, des Punktes, an dem die Spur den minimalen
Abstand zur Strahlachse erreicht, ist kleiner als 75 cm;

e der transversale Impuls der Spur, p; = |/p2 + pg, betrigt mindestens 0.1 GeV;

e die Entfernung, r;, des innersten Spurpunktes von der Strahlachse betragt héchstens
75 cm.

ete” — efte™: Der Wirkungsquerschnitt fiir die Erzeugung eines ete -Paares ist (gemittelt

iiber die verschiedenen Schwerpunktsenergien, die wihrend der Datennahme von 1989 bis

Run:event 5051: 87279 Ctrk(N= 2 Sump= 90.4) Ecal(N= 6 SumE= 91.5)
Ebeam 45.622 Vtx (-0.02, 0.05, 0.45) Hcal(N=10 SumE= 2.7) Muon(N= 0)
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1995 um die Z°-Masse herum gewiihlt worden sind) etwa 3.1 mal gréfer als der Wirkungs-
querschnitt fiir die Produktion eines 7-Paares, wenn man in beiden Wirkungsquerschnitten
den Streuwinkel auf den Bereich |cosf| < 0.976 einschrénkt.

Wie die Abbildung zeigt, ist die Signatur dieser Ereignisklasse sehr klar. Kennzeichnend
sind zwei entgegengesetzt gerichtete Spuren, die zu Eintrédgen im elektromagnetischen Ka-
lorimeter in der Hohe der Strahlenergie assoziiert sind.

In der 7-Paar-Selektion werden daher alle Ereignisse verworfen, in denen mehr als 80 %
der Schwerpunktsenergie im elektromagnetischen Kalorimeter deponiert wurden, sofern
die Ereignisse mit |cosf| < 0.7 im Zentralbereich des Detektors aufgezeichnet wurden. In
der Endkappenregion werden mindestens 25 % der Schwerpunktsenergie im Kalorimeter
verlangt, wenn sich die Impulsbetrige der Spuren zu iiber 0.8/s addieren, um ein Ereignis
zu verwerfen. Fiir Ereignisse mit kleineren Impulsbetréigen mufl hier die Summe aus de-
ponierter Energie und Impulsbetrigen mindestens 1.05./s betragen, damit sie als e-Paare
verworfen werden kénnen.

Ein weiterer Unterschied zu den anderen Prozessen mit einem Fermion-Antifermion-Paar
im Endzustand ist durch die Winkelverteilung dieser Ereignisse gegeben. Da die e-Paar-
Produktion auch im ¢-Kanal (das untere Feynman-Diagramm) méglich ist, folgt der Wir-
kungsquerschnitt nicht wie bei den anderen Fermion-Paaren der Verteilung 1 4 cos?#,
sondern enthélt unter anderem einen Term

do(ete™ — ete™)
dcosf

(1+cos6)*+4
x

(1 — cosh)? (5-1)

t—Kanal

durch den der Wirkungsquerschnitt bei kleinen Winkeln 6 deutlich ansteigt.

ete” — uTp~: Besteht ein Ereignis aus zwei Spuren, deren Impulsbetrige sich zu iiber 60 %

Run:event 5051: 8627 Ctrk(N= 2 Sump= 91.9) Ecal(N= 3 SumE= 1.5)
Ebeam 45.617 Vtx (-0.01, 0.05, 0.45) Heal(N= 5 SumE= 3.4) Muon(N= 2)
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der Schwerpunktsenergie addieren, sind auflerdem pro Spur weniger als 2.0 GeV Energie
im ECAL assoziiert oder mindestens zwei Treffer in den Myon-Kammern vorhanden, wird
es als pu-Paar erkannt und verworfen.

FEin typisches Ereignis mit dieser Signatur ist hier dargestellt.

e~ — 7777: Tau-Paare sind bei hohen Schwerpunktsenergien relativ leicht zu erkennen, da
die Zerfallsprodukte der Taus durch den Lorentz-Boost zu sehr engen Kegeln, deren Achsen
einen Winkel von fast 180° einschlieflen, gebiindelt werden. Die unbeobachtet entkommen-
den Neutrinos vermindern die sichtbare Energie im Detektor, so daf3 auch in gleichlep-
tonischen Ereignissen gut zwischen der direkten Produktion des Lepton-Paares und der
Produktion im 7-Zerfall unterschieden werden kann.

Run:event 5051:170592 Ctrk(N= 2 Sump= 48.2) Ecal(N= 5 SumE= 27.4)
Ebeam 45.622 Vtx (-0.02, 0.05, 0.45) Hcal(N= 3 SumE= 4.6) Muon(N= 1)

In der Selektion werden genau zwei rekonstruierte Kegel mit Offnungswinkeln von héch-
stens 70° und je einer ungeraden Anzahl von Spuren, deren Ladungen sich zu +1 addieren,
verlangt. Die einfachste Signatur eines 7-Paares erhélt man, wenn ein 7 nach v;ev, und
das andere in v v, zerfillt, da wegen der Erhaltung der Leptonzahl der direkte Prozefl
ete™ — et T verboten ist?. Ein Ereignis dieser Art ist hier abgebildet?.

ete” — ete y*y*: Eine weitere Ereignisklasse, die bei der Selektion verworfen werden muf,
bilden die sogenannten , Zwei-Photon“-Ereignisse. Unter der Aussendung je eines virtu-
ellen Photons werden die Kollisionspartner Elektron und Positron nur schwach von ihrer

2 Strahlt das einlaufende Elektron z.B. ein virtuelles Photon ab, das einlaufende Positron ein virtuelles W-
Boson, und koppeln beide an ein Myon, erhélt man auch den Endzustand e Tep ' v,,. Dieser Prozef ist allerdings
gegeniiber der Erzeugung eines reellen Z°-Bosons, das dann in Taus zerfillt, stark unterdriickt. Wie bei den im
nichsten Absatz behandelten Zwei-Photon Ereignissen, entkdme das Elektron im Endzustand in den meisten
Féllen durch das Strahlrohr, so daf3 auch die Signatur dieser Ereignisses leicht von 7-Zerféllen zu trennen ist.

3 Diese Ereignisklasse fithrte auch zur Entdeckung des 7-Leptons am SPEAR-Speicherring im Jahr 1975 [51].
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urspriinglichen Flugbahn abgelenkt und entkommen meist unentdeckt durch das Strahl-
rohr. Die beiden Photonen koppeln an ein geladenes Fermion, und es entsteht ein Fermion-
Antifermion-Paar mit geringer Energie, das im Detektor nachgewiesen wird. Falls das Fer-
mion-Paar aus Taus oder Quarks besteht, werden die entsprechenden Zerfallsprodukte
nachgewiesen. Neben der geringen Energie, die diese Ereignisse kennzeichnet, sind Zwei-
Photon-Prozesse daran zu erkennen, dafl die beiden Photonen nicht, wie vorher Elektron
und Positron, dieselbe Energie und entgegengesetzte Impulse haben, sondern in der Regel
bewegt sich der Schwerpunkt des Zwei-Photon-Systems entlang der Strahlrichtung oder
mit einem kleinen Winkel zur Strahlrichtung durch den Detektor.

Run:event 5051: 849 Ctrk(N= 4 Sump= 2.4) Ecal(N= 11 SumE= 2.0)

Ebeam 45.615 Vitx (-0.04, 0.00, 0.62) Heal(N= 2 SumE= 0.6) Muon(N= 0)

Ereignisse in denen zwei Kegel rekonstruiert wurden, deren Achsen hchstens einen Winkel
von 165° einschlieflen, werden daher entfernt. In einem Schnitt entlang der Strahlrichtung
durch den Detektor kann man in dem hier abgebildeten Ereignis gut erkennen, dafl sich
die Spuren nicht zu zwei kollinearen Kegeln kombinieren lassen.

Zu den eben genannten Selektionskriterien, die Bestandteil der 7-Paar-Selektion sind, wie sie
z.B. in [52] beschrieben wird, gehort auBerdem die Unterdriickung kosmischer Myonen. Dabei
handelt es sich um Myonen, die den Detektor von auflen kommend durchqueren und von den
Flugzeitzidhlern bei Eintritt in den Detektor und Austritt aus dem Detektor unterschiedlichen
Zeitpunkten zugeordnet werden, so dafl sie von Myon-Paaren, die hier gleichen Zeiten zugeord-
net werden, zu unterscheiden sind. Jedes nach den oben genannten Kriterien iibrigbleibende
Ereignis wird als 7-Paar klassifiziert, sofern fiir beide rekonstruierten Kegel in dem Ereignis der
Polarwinkel 6 des totalen Kegel-Impulses, der aus den Spurimpulsen und den Energieeintrigen
im elektromagnetischen Kalorimeter berechnet wird, die Bedingung | cos 6| < 0.95 erfiillt und in
mindestens einem der Kegel entweder eine oder drei Spuren rekonstruiert wurden.

Um den verbleibenden Anteil aus Untergrundquellen im Signalkanal bestimmen zu kénnen,
ist fiir die oben aufgefithrten Ereignisklassen eine grofie Anzahl von Ereignissen simuliert worden.
Dabei unterscheidet man zwischen den Ereignis-Generatoren, die die Vierervektoren der Teilchen
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im Endzustand geméf der aus dem entsprechenden Matrixelement berechneten Wahrscheinlich-
keit generieren, und der Detektorsimulation, mit der das Antwortverhalten des OPAL-Detektors
auf die Teilchen im Endzustand beschrieben wird. Die Detektorsimulation beriicksichtigt da-
bei unter anderem die Wahrscheinlichkeit fiir den Nachweis eines Teilchens sowie die endliche
Auflésung in jeder Detektorkomponente. Wihrend der Zerfall kurzlebiger Teilchen im Endzu-
stand, wie z.B. der des 7-Leptons, bereits auf Generator-Ebene simuliert wird, {ibernimmt die
Detektorsimulation den Zerfall der stabileren Teilchen (z.B. K'-Mesonen) und die Erzeugung
sekundérer Teilchen, indem der Weg jedes Teilchens durch den Detektor schrittweise verfolgt
wird, und in jedem Schritt die Wahrscheinlichkeit aller in Frage kommender Prozesse bestimmt
wird, von denen dann ,zufillig®, aber geméf der berechneten Wahrscheinlichkeiten, einer (oder
keiner) ausgewihlt wird.

Die simulierten Datensétze in dieser Analyse bestehen fiir den Signalkanal aus 600 000 -
Paaren, die bei einer Schwerpunktsenergie von /s = myz mit KORALZ 4.0 [53] generiert wur-
den. Thre Zerfille sind mit TAuOLA 2.4 [54] modelliert worden und anschliefend mit der auf
dem Programmpaket GEANT [55] basierenden Simulation des OPAL-Detektors [47] bearbeitet
worden. Die Datensétze fiir die Untergrundquellen bestehen aus 1000 000 qg-Ereignisse, die mit
JETSET 7.4 [56] erzeugt worden sind, 800000 mit RADBAB 2.0 [57,58] generierten e-Paaren,
600000 p-Paaren, die wie die 7-Paare mit KORALZ 4.0 simuliert worden sind, sowie 800 000
Ereignissen aus Zwei-Photon-Prozessen (ee™ — ete™1717), die mit VERMASEREN 1.01 [59, 60]
generiert worden sind. Alle simulierten Ereignisse aus diesen Untergrundquellen sind, wie die
simulierten Ereignisse im Signalkanal, mit der vollen Detektorsimulation prozessiert worden.

Im AnschluB} an die 7-Paar-Selektion werden die beiden Kegel in jedem Ereignis getrennt be-
handelt und nur dann weiter bearbeitet, wenn ein oder drei geladene Teilchen im Kegel gefunden
wurden. In den fiir diese Analyse verwandten Datensétzen aus den Jahren 1990 bis 1995 sind
insgesamt 297988 7-Kandidaten mit einem geschitzten Untergrundanteil von 3.9 % gefunden
worden.

5.2 Selektion semihadronischer Endzustande

Die einzelnen Zerfallskanéle der 7-Leptonen trennt man mit Hilfe einer sogenannten ,, Maximum
Likelihood* Selektion (MLS), die bereits in anderen Analysen von 7-Zerféllen (siche z.B. [61])
erfolgreich eingesetzt worden ist. Das Prinzip dieser Selektion wird im folgenden Abschnitt kurz
erlautert.

5.2.1 Prinzip der ,,Maximum Likelihood* Selektion

In der MLS wird fiir jeden 7-Kandidaten fiir die moglichen Zerfallsmodi eine Wahrscheinlichkeit
berechnet und anschliefend der Modus, der die grofite Wahrscheinlichkeit hat, dem 7-Kandi-
daten zugeordnet. Die Wahrscheinlichkeit setzt sich dabei aus dem Produkt vieler einzelner
Wahrscheinlichkeiten zusammen, die aus dem Vergleich der im beobachteten Zerfall gemessenen
Observablen mit Referenz-Verteilungen fiir die einzelnen Zerfallskanile, die mit den simulier-
ten 7-Zerfillen bestimmt worden sind, ermittelt werden. Die Referenz-Verteilungen werden so
normiert, dafl die Summe aller Eintrage in jeder Verteilung den Wert Eins ergibt. Fiir die i-te
Observable z; und N zu unterscheidende Zerfallsarten, ist die Wahrscheinlichkeit eé- fiir den
j-ten Zerfallsmodus:

o= o (5.2)
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Mit f;(mz) ist hier der Wert der Referenz-Verteilung, die zum j-ten Zerfallsmodus und zur i-
ten Observablen gehort, an der Stelle x; gemeint. Dabei sind die Referenz-Verteilungen keine
kontinuierlichen Funktionen, sondern in der Grofle x; in n; Intervallen diskretisierte Verteilungen.
Die Grofle eé gibt daher die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dafl der Zerfall des 7-Leptons im j-ten
Zerfallsmodus stattgefunden hat, wenn ein beliebiges «} in dem Intervall beobachtet wurde, das
x; enthalt.

Werden insgesamt M Observablen benutzt, um Einzelwahrscheinlichkeiten fiir die Zerfalls-
modi zu bestimmen, ergibt sich die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir den j-ten Zerfallsmodus durch
das normierte Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten:

Der Zerfallskanal mit der groffiten Wahrscheinlichkeit p; wird schlielich ausgewé&hlt.

5.2.2 Referenz-Verteilungen

In der hier vorgestellten Analyse werden fiir die Zerfille, in denen eine Spur rekonstruiert wurde,
die Kanile 7= — v, 4+ X7, wobei X~ fiir einen der Endzustdnde e” 7, u~ 7y, 77, 7m0
oder 7~ 37" steht, unterschieden. Sind drei Spuren in einem Zerfall nachgewiesen worden, kann
entweder in einem der nominell zu den einspurigen Zerfillen zéhlenden Kanile durch die Kon-
version eines Photons aus einem 7%-Zerfall oder der Konversion eines Bremsstrahlungsphotons
die Zahl der Spuren auf drei angewachsen sein?, oder aber es handelte sich um einen der no-
minell dreispurigen Endzustinde X~ aus der Reihe 27~ 7" (ohne K2), 277" (mit K2) und
2r~ 7t > 170, Entsprechende Ladungs- und Paritéits-konjugierte Endzustéinde fiir 7+ — 7, X+
sind hier implizit mit angesprochen.

, w270

Zur Trennung der sechs einspurigen Zerfallskanéle werden dreizehn Referenz-Verteilungen
benutzt, die fiir den Zentralbereich des Detektors in den Abbildungen 5.1-5.4 dargestellt sind
und im folgenden vorgestellt werden:

PRMU Die Anzahl der Treffer im Presampler, die zum Kegel assoziiert wurden. Da das Material,
das sich vor dem elektromagnetischen Kalorimeter befindet, etwa zwei Strahlungslangen
entspricht, bilden Photonen oft schon vor dem Erreichen des Kalorimeters einen Schauer
aus. Eine hohe Trefferanzahl im Presampler ist daher ein Indiz fiir Photonen im Endzu-
stand, so dafl diese Observable bei der Trennung der Kanile mit neutralen Pionen hilft.

DPHM Der grofite Winkel, der zwischen der Spur und einem Presampler-Cluster, der noch zum
Kegel gehort, gefunden wurde. Je weiter entfernt von der Spur ein Schauer im Presampler
registriert wurde, um so wahrscheinlicher stammt der Cluster von einem 7° und nicht von
einem Bremsstrahlungsphoton der Spur bzw. einem von dem geladenen Teilchen gestar-
teten elektromagnetischen Schauer. Diese Variable trennt daher gut zwischen Elektronen,
die bereits vor dem ECAL einen Schauer ausgeltst haben und Endzustéinden mit neutralen
Pionen.

4 Nur die ersten fiinf der einspurigen Kanile werden in der Klassifizierung dreispuriger Zerfille beriicksich-
tigt. Kanile mit hoheren 7°-Multiplizititen bilden einen Anteil von nur 1.5%, so daB sie in der Selektion von
dreispurigen Ereignissen keine nennenswerte Rolle spielen.
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Abbildung 5.1: Referenz-Verteilungen fiir die einspurigen Zerfille (Teil 1: Presampler-Varia-
blen). Die abgebildeten Variablen werden im Text erldutert.

EOVP Die im elektromagnetischen Kalorimeter deponierte Energie, die zum Kegel assoziiert
wurde, geteilt durch den Betrag des Spurimpulses E/p. Elektronen deponieren ihre ge-
samte Energie schlieflich im ECAL und fithren daher zu E/p-Werten um 1.0. Myonen
hinterlassen im Mittel nur 420 MeV im ECAL. Die Impulse der Myonen im 7-Zerfall sind
aber meist grofer. Die E/p-Werte sind fiir Myonen daher klein. Ein geladenes Pion depo-
niert dhnlich viel Energie im ECAL wie ein Myon, sofern es keinen hadronischen Schauer
initiiert hat. In diesem Fall deponiert es — bei einer sehr breiten Streuung — im Mittel die
Hilfte seiner Energie im ECAL. Wird das geladene Pion von einem oder mehr neutralen
Pionen begleitet, werden Werte iiber 1.0 fiir E/p erreicht. Insgesamt ist F/p besonders
zum Trennen der Elektronen von den anderen Teilchensorten geeignet.

NB90 Die Anzahl der ECAL-Blocke, in denen 90 % der zum Kegel assoziierten Energie deponiert
wurden. Myonen durchqueren meist nur einen Block im Zentralbereich und dieser enth&lt
dann auch die gesamte Energie. Der von einem Elektron gestartete elektromagnetische
Schauer verteilt sich dagegen im Mittel auf 2.2 Blocke. Lost ein geladenes Pion einen
hadronischen Schauer im ECAL aus, ist die Anzahl der Blocke, auf die sich die Energie
verteilt, noch gréfler, da hadronische Schauer breiter sind als elektromagnetische. Sind
auflerdem neutrale Pionen im Zerfall erzeugt worden, ist die Anzahl der Blécke mit 90 % der
deponierten Energie wegen der raumlichen Entfernung der Photonen aus den 7°-Zerfillen
ebenfalls grofi. Die semihadronischen Kanile werden daher durch diese Variable kaum
getrennt, wihrend diese insgesamt gut von Elektronen einerseits und Myonen andererseits
zu unterscheiden sind. In der Abbildung 5.2 ist die um den Erwartungswert der Elektronen
korrigierte Verteilung von NB90 dargestellt.

XELS Das Verhéltnis der nicht zu einer Spur assoziierten Energie zur gesamten Energie, die
dem Kegel zugeordnet wurde. Alle Zerfallsmodi ohne neutrale Pionen liefern hier sehr
kleine Werte, wihrend die Zerfille, in denen mindestens ein 7 vorhanden ist, deutliche
Ausldufer zu hohen Werten haben, so dafl diese beiden Zerfallsklassen mit Hilfe von XELS
unterschieden werden kénnen.

RSTL Die Anzahl der Treffer pro Detektorlage im hadronischen Kalorimeter. Elektronen gelan-
gen meist nicht bis zum HCAL, so dafl der wahrscheinlichste Wert bei Null liegt. Myonen
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Abbildung 5.2: Referenz-Verteilungen fir die einspurigen Zerfille (Teil 2: ECAL- und Drift-
Kammer-Variablen ohne Photon-Rekonstruktion). Die abgebildeten Variablen werden im Text
erldutert.

durchqueren das HCAL und hinterlassen pro Lage im Mittel einen Treffer, wihrend ha-
dronische Endzustéinde spétestens hier einen Schauer ausbilden und deutlich mehr Treffer
pro Lage auslosen. Diese und die folgenden zwei Variablen dienen der Identifikation von
Myonen im Endzustand.

NM7L Die Anzahl der Treffer in den letzten drei Lagen des hadronischen Kalorimeters und den
Myon-Kammern. Bis in die Myon-Kammern gelangen auch die meisten Hadronen nicht
mehr, so dafl gerade die Treffer hier und in den letzten Lagen des HCAL sensitiv auf
Myonen sind.

WMUO Die Giite der Ubereinstimmung zwischen der extrapolierten Spur und den Treffern in
den Myon-Kammern. Hier wird der Logarithmus der Wahrscheinlichkeit benutzt, ein y?
fiir die Hypothese, dafl die Treffer in den Myon-Kammern auf der extrapolierten Spur
liegen, zu messen, das gleich gut oder schlechter als das beobachtete y? ist.

NPHO Die Anzahl der rekonstruierten Photonen. Diese und die folgenden vier Observablen sol-
len die hadronischen Endzustinde mit verschiedenen 7%-Multiplizititen unterscheiden. Sie
stammen aus der fiir diese Analyse entwickelten Photon-Rekonstruktion, die in Kapitel 4
bereits beschrieben wurde. In Abbildung 5.4 sind die Referenz-Verteilungen der Gréfien
aus der Photon-Rekonstruktion im Zentralbereich fiir die hadronischen Zerfallsmodi dar-
gestellt. Die wahrscheinlichste Anzahl rekonstruierter Photonen sollte doppelt so grof3 sein
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Abbildung 5.3: Referenz-Verteilungen fir die einspurigen Zerfille (Teil 3: HCAL- und Myon-
Kammer-Variablen). Die abgebildeten Variablen werden im Text erliutert.

wie die Anzahl der neutralen Pionen. Fiir bis zu zwei 7° ist das auch der Fall, und nur fiir
drei 7% im Endzustand ist die Wahrscheinlichkeit, fiinf statt sechs Photonen zu rekonstru-
ieren, grofler. Die Granularitdt des ECAL begrenzt hier das Auflésungsverméogen.

MP12 Die invariante Masse zwischen den beiden Photonen mit der hochsten Energie. Ist ein
70 im Endzustand enthalten, erwartet man nur zwei rekonstruierte Photonen und ihre
invariante Masse sollte bei der m°-Masse liegen, wiihrend Photon-Kandidaten, die aus dem
hadronischen Schauer eines Pions im ECAL rekonstruiert werden, meist zu kleineren in-
varianten Massen fithren, da sie enger benachbart im ECAL liegen. Bei mehr als einem
7% im Endzustand gehoren die beiden Photonen mit der hiéchsten Energie hiufig zu ver-
schiedenen 7°-Zerfillen und haben daher einen groen Abstand voneinander, der zu einer

grofleren invarianten Masse fiihrt.

MP23 Die invariante Masse zwischen den Photonen mit der zweit- und dritthochsten Energie.
Wihrend die Endzusténde 7 und 77° in dieser GroBe shnlich kleine Werte liefern, ist die
Trennung zwischen 727° und 737° hiermit gut méglich, da bei zwei neutralen Pionen die
Kombination dieser beiden Photonen hiufig zum gleichen ¥ gehort, bei drei neutralen
Pionen die Wahrscheinlichkeit, daf die beiden Photonen aus verschiedenen 7° stammen,
aber grofler ist.

EMAX Die Energie des Photons mit der héchsten Energie. Typischerweise sind die irrtiimlich
aus einem hadronischen Schauer rekonstruierten Photonen niederenergetischer als Photo-
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Abbildung 5.4: Referenz-Verteilungen fiir die einspurigen Zerfille (Teil 4: ECAL-Variablen aus

der Photon-Rekonstruktion). Die abgebildeten Variablen werden im Text erliutert.
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0

nen aus dem 7°-Zerfall, so da eine hohe Energie auf mindestens ein 7° im Endzustand

schlief3en 1af3t.

ESCD Die Energie des Photons mit der zweithochsten Energie. Bei mindestens zwei neutralen
Pionen im Endzustand sind meist zwei Photonen mit einer relativ hohen Energie zu beob-
achten. Mit Hilfe dieser Observablen lassen sich die Zerfille mit mindestens zwei neutralen
Pionen von den Zerfillen mit weniger neutralen Pionen trennen.

Die in Gleichung (5.3) angegebene Gesamtwahrscheinlichkeit fiir die einzelnen Zerfallsmodi wird
auflerdem fiir einspurige Zerfille durch die Information aus der Messung des spezifischen Ener-
gieverlusts in der Jet-Kammer dF/dz erweitert. Die Wahrscheinlichkeit, den gemessenen Wert
fir dE/dx zu erhalten, lautet fiir den j-ten Zerfallskanal:

dE/dz 1 —x2/2
o = —e 9’7 5.4
j /2 ( )

(dE/dz)

meas

— (dE/d"L‘)gheo

g

Xj = (5.5)

wobei (dE/dz)meas den gemessenen Wert des spezifischen Energieverlusts angibt, (dE/ dx){heo
der erwartete Wert fiir die j-te Teilchensorte ist und o dem Fehler des MeBwertes entspricht. Fiir
die hadronischen Kanile wird aus den Vorhersagen fiir 7 und K die wahrscheinlichere ausgewahlt,
so dafl an dieser Stelle nur e, 4 und Hadronen unterschieden werden. Die Gesamtwahrschein-
lichkeit fiir den j-ten Zerfallsmodus ergibt sich wieder aus dem normierten Produkt

p‘po.lE/dac
Pt = (5.6)

j N
dE/dz
Z DkPy,
k=1

Die acht dreispurigen Kanéle werden mit fiinf Referenz-Verteilungen unterschieden, die eben-
falls fiir den Zentralbereich des Detektors in Abbildung 5.5 dargestellt sind und hier kurz
erldutert werden:

PPIP Die Wahrscheinlichkeit, daf3 die drei Spuren von Pionen stammen. Der Wert wird aus
den spezifischen Energieverlustmessungen in der Jet-Kammer, dE/dz, fiir die drei Spuren
bestimmt, wobei die Wahrscheinlichkeit fiir die Hypothese, daf alle drei Spuren von Pionen
stammen, auf die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir diese und die beiden Hypothesen,
dafl zwei der Spuren von einem Elektron-Positron-Paar verursacht wurden, normiert wird.

VTXF Die Wahrscheinlichkeit, das gemessene oder ein schlechteres x? in der Anpassung eines
gemeinsamen Vertex an die drei Spuren zu erhalten. Sind zwei der Pionen erst durch den
Zerfall eines Kg entstanden, kann nicht mehr fiir alle drei Spuren ein gemeinsamer Vertex
gefunden werden und die Wahrscheinlichkeit, dafl ein gemeinsamer Vertex vorhanden ist,
wird entsprechend klein. Mit dieser Groflie kann daher ein Grofiteil der Zerfille, in denen
sich neutrale Kaonen befinden, unterdriickt werden.

ESPS Die gesamte zum Kegel assoziierte Energie, normiert auf die Summe der Impulsbetrige
aller Spuren im Kegel. Wie bei der &hnlich konstruierten Variablen EOVP fiir die einspu-
rigen Zerfille kann mit ESPS zwischen Zerféllen mit neutralen Pionen und ohne neutrale
Pionen im Endzustand unterschieden werden.
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Abbildung 5.5: Referenz- Verteilungen fiir die dreispurigen Zerfille. Die abgebildeten Variablen

werden im Text erldutert.
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ESUM Die Summe der Energien aller im Kegel rekonstruierten Photonen. Diese und die néchste
Observable stammen ebenfalls aus der Photon-Rekonstruktion (siehe Kapitel 4). Da in
der Photon-Rekonstruktion bereits teilweise auf die von den geladenen Pionen im ECAL
deponierte Energie korrigiert wird, ist ESUM noch sensitiver auf neutrale Pionen im End-

zustand als ESPS.

ESCD Die Energie des Photons mit der zweithtchsten Energie. In Abbildung 5.5 ist aufler den
Kanilen 37 (ohne K{), 37(mit K%) und 377° auch der Kanal 3727° abgebildet, da die-
se Variable das hochste Trennungsvermogen zwischen den beiden Kanélen mit neutralen
Pionen besitzt. Das Trennungsvermogen ist aber immer noch zu gering, um so mit hin-
reichender Effizienz den Kanal 37270 selektieren zu kénnen, ohne die Effizienz der 3mwr°-
Selektion zu verkleinern. Ein separater Kanal fiir die Selektion des Endzustands 37270 ist

daher nicht eingefiihrt worden.

5.3 Anwendung der Selektion auf die Daten
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Abbildung 5.6: Vergleich der selektierten Daten mit der Vorhersage aus simulierten Ereignissen
(MC) fiir einspurige hadronische Zerfille.

In den Abbildungen 5.6 und 5.7 ist ein Vergleich zwischen den mit diesen Referenz-Verteilun-
gen selektierten Daten und den auf dieselbe Weise selektierten Ereignissen aus der Simulation in
einer der Referenz-GroBen (EMAX fiir einspurige Zerfille und ESUM fiir dreispurige Zerfille)
dargestellt, wobei der gesamte Detektorbereich bis | cos 8| < 0.95 benutzt wurde. In der 77%-Se-
lektion wird allerdings ein grofierer Bereich in den Endkappen verworfen, um den in diesem Kanal
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Abbildung 5.7: Vergleich der selektierten Daten mit der Vorhersage aus simulierten Ereignissen
(MC) fiir dreispurige hadronische Zerfille.

besonders hohen Restuntergrund aus ete™ — eTe -Ereignissen zu reduzieren. Der dargestellte
Untergrund setzt sich in allen Verteilungen sowohl aus fehlidentifizierten 7-Zerféllen, als auch
aus den anderen Untergrundquellen zusammen. In allen Fillen wird eine gute Ubereinstimmung
der Daten mit der Vorhersage erzielt.

Zerfille, in denen statt eines geladenen Pions ein Kaon auftritt, werden mit einem Schnitt
auf den spezifischen Energieverlust in der Jet-Kammer dF/dz unterdriickt. Einspurige Zerfille,

in denen die Grofie
dE/dx dE/dx
— pﬂ_

_ Pk
WKPI = dE/dz dE/dz’ (57)
max {pK ) P }
mit den in (5.4) definierten p(;E/ dx, kleiner als —0.9 ist, werden verworfen. In Abbildung 5.8

ist links fiir die einspurigen Zerfélle diese Grofle dargestellt. Nach diesem Schnitt gehen nur
3.3% aller in den hadronischen Zerfallskanilen selektierten Ereignisse verloren, aber 61.9 % aller
Zerfille, in denen ein geladenes Kaon vorhanden ist, werden so unterdriickt.

Ganz dhnlich wird in den dreispurigen Zerfillen verfahren. Wenn fiir mindestens eine der drei
Spuren WKPI < —0.9 ist, wird der Zerfall verworfen. Auf der rechten Seite in Abbildung 5.8 ist
die Verteilung des je kleinsten WKPI fiir selektierte dreispurige Zerfille dargestellt. Anders als
bei den einspurigen Zerfillen, ist die Ubereinstimmung der Verteilung aus den Daten mit der
Verteilung aus den simulierten Ereignissen nicht gut. Insgesamt scheinen hier geladene Pionen
haufiger zu dE/dxz-Werten zu fiihren, die in der Nidhe des Erwartungswertes fiir geladene Kao-
nen liegen [62]. Wahrend von den simulierten Ereignissen durch den Schnitt bei —0.9 nur 5.2 %
der Ereignisse verloren gehen und 54.2 % der Zerfille mit Kaonen unterdriickt werden, werden
in den Daten tatséichlich 9.8 % der Zerfille verworfen. Der verbleibende K-Untergrund in den
dreispurigen Ereignissen (etwa 1.4 %) wird damit um bis zu 5% iiberschétzt. Allerdings ist die
Unsicherheit auf das Verzweigungsverhiltnis B(7~ — v, K h™7~) = 0.225 4+ 0.063 % [1], das
die Zerfallsrate des 7-Leptons in die hier selektierten Zerfélle mit geladenen Kaonen angibt, mit
28 % bereits so grof, dafl die Unsicherheit von 5 % aufgrund der dE/dz-Selektion vernachléssigt
werden kann. Fiir die Endzustinde 737° und 37270 sind die Verzweigungsverhiltnisse ent-
sprechender Kanéle mit einem geladenen Kaon statt eines Pions so klein, dal eine explizite
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Abbildung 5.8: Unterdriickung geladener Kaonen im Endzustand.

Unterdriickung durch den Schnitt auf WKPI unnétig ist.

Ein weiteres Selektionskriterium ist die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir den betrachteten Ka-
nal aus der MLS. Je nach Nachweiswahrscheinlichkeit und Untergrundanteil mufl dieser Wert
individuell angepafit werden. Teilweise enthalten Selektionskanile besonders viel Untergrund
von einem anderen Signalkanal, so dafl beide Endzusténde durch eine unterschiedliche Wahl der
Anzahl rekonstruierter neutraler Pionen und/oder verschiedener Intervalle fiir die Wahrschein-
lichkeit, die dieser Kanal in der MLS erhalten hat, selektiert werden kénnen.

Kanal selektiert in Dj |cosf)  WKPI Npo
T b >0.90 <095 >-0.90 0
70 70 >055 <090 >-090 1
w270 w270 >050 <095 >-090 2
w270 w370 <0.80 <095 > -0.90 2
w30 7370 >0.80 < 0.95 — 3
3m(ohne K§) | 3m(ohne Kg) >0.50 <0.95 >-0.90 0
3m(ohne K¥) | 3m(mit K&) <080 <095 >-0.90 0
370 3rm? >070 <095 >-090 1
3m27Y 30 > 0.70 < 0.95 — 2

Tabelle 5.1: Selektionskriterien fir die hadronischen Endzustinde im T-Zerfall. In der ersten
Spalte ist der Endzustand angegeben, der selektiert werden soll. Die zweite Spalte gibt den Kanal
an, fir den die MLS die grdfste Wahrscheinlichkeit berechnet hat. Das Intervall, in dem die
Wahrscheinlichkeit aus der MLS fiir den selektierten Kanal liegen soll, ist in der dritten Spalte
eingetragen. Die vierte Spalte enthdlt den Schnitt auf die Richtung der Kegelachse. Der Schnitt
gegen die geladenen Kaonen im Endzustand befindet sich in der fiinften Spalte. Die letzte Spalte
enthdlt schlieflich die verlangte Anzahl rekonstruierter 7 im Endzustand.

Fiir die verschiedenen Zerfallskanile mit keinem 7°, einem 7° oder zwei neutralen Pionen

im Endzustand werden schlieBlich exakt die erwartete Anzahl rekonstruierter 7% verlangt, da
zum einen die Rekonstruktion der Masse des hadronischen Systems mit einer moglichst gu-
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ten Auflosung erfolgen soll, und zum anderen eine moglichst gute Trennung der Endzustinde,
die dem Vektorstrom zuzurechnen sind (im wesentlichen die Kanéle mit einer geraden Anzahl
Pionen) von den Endzusténden, die dem Axialvektorstrom zuzurechnen sind (im wesentlichen
die Kanile mit einer ungeraden Anzahl Pionen) erzielt werden soll. Die Rekonstruktion neutraler
Pionen wird in Abschnitt 5.4 beschrieben.

In Tabelle 5.1 sind die einzelnen Selektionskriterien fiir die betrachteten hadronischen Kanéle
zusammengestellt. Nach dieser Selektion bleiben insgesamt 65899 7-Kandidaten in den drei ein-
spurigen Kanilen 770, 727% und 737° sowie den drei dreispurigen Kanilen 37, 377" und 37 27°
iibrig®. Der geschitzte Untergrundanteil betrigt 26.6 % und enthilt sowohl die fehlidentifizier-
ten Endzustidnde aus 7-Zerféllen, als auch den verbleibenden Untergrundanteil von 0.8 % aus
Ereignissen, die nicht aus 7-Paaren bestehen. In Tabelle 5.2 sind fiir diese Kanéle die Nach-
weiswahrscheinlichkeiten und Untergrundanteile angegeben. Dabei wird unterschieden zwischen
,korreliertem® Untergrund, der fehlidentifizierte 7-Zerfille umfafit, die zu einem der anderen
betrachteten einspurigen (dreispurigen) Kanile gehoren und in einen einspurigen (dreispuri-
gen) Signalkanal nachgewiesen wurden, und ,,unkorreliertem* Untergrund, der alle anderen -
Zerfalle und den Untergrund enthilt, der nicht aus 7-Paaren stammt. In Kapitel 6 wird auf die
Behandlung des korrelierten Untergrunds detailliert eingegangen.

Nachweis- . .
. korrelierter unkorrelierter
Kanal | wahrschein- Anzahl
. . Untergrund Untergrund
lichkeit
0 (28.7£0.1)% (7.7+£0.2)% (7.9+0.1)% 32316
m2r0 | (1884 0.1)% (45.0+0.6)%  (8.44+0.1)% 13814
w370 | (8.0+02)% (70.0+2.2)% (11.440.5)% 1738
3m (346 £0.1)% (9.7+£0.3)% (3.8+0.1) % 14321
3rn® | (11.0+0.1)% (21.3+1.0)% (6.1 £0.3)% 2455
3m2r? | (83+£04)% (823+£29% (7.1+£0.5)% 1255

Tabelle 5.2: Nachweiswahrscheinlichkeit, Untergrundanteile und Gesamtanzahl selektierter T-
Kandidaten.

5.4 Rekonstruktion neutraler Pionen

Ausgehend von den rekonstruierten Photonen aus den Zerfillen der 7°-Mesonen in hadronischen
Endzustéinden des 7-Zerfalls, mit der in Kapitel 4 beschriebenen Methode, lassen sich Anzahl,
Impuls und Flugrichtung der neutralen Pionen im Endzustand bestimmen. Hierfiir werden alle
moglichen Paarungen der gefundenen Photonen iiberpriift. Bei N gefunden Photonen in einem
Kegel ist die Anzahl der Méglichkeiten aus 2n Photonen n < N/2 Paare zu bilden

N\ (2n)!
MY = : :
" <2n> n!2m (58)
Fiir jedes n = 1,2,...,N/2 wird die beste Kombination, also die mit der kleinsten mittleren,

absoluten Abweichung von mo fiir jedes Paar, ausgewihlt. Von diesen N/2 besten Kombinatio-
nen wird schlielich die ausgewihlt, die zu der gréften Anzahl 7°-Mesonen, bei einer mittleren,

5 Der Endzustand 7 wird hier nicht mehr mitgezéhlt, da er fiir die Massenrekonstruktion ohne Belang ist. Fiir
die anschlieBende Analyse werden nur die Masse des Pions und das Verzweigungsverhéltnis 7~ — v,7~ bendtigt,
die beide gut bekannt sind [1].
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absoluten Abweichung der rekonstruierten Massen von der nominellen 7°-Masse von weniger
als 1.5 ¢, fithrt. Den Fehler o der rekonstruierten Masse erhilt man dabei aus der Anpassung
der Parameter der Photonen in der Photon-Rekonstruktion. Die Vierervektoren der ¥ werden
aus den Impulsen der Photonen der besten Kombinationen berechnet, nachdem sie mit einer
weiteren kinematischen Anpassung, unter der Zwangsbedingung, dafl die Masse jedes Photonen-
Paares exakt die Masse des 7° ergeben muf, korrigiert wurden.

Im 77%-Kanal ist die sauberste Rekonstruktion neutraler Pionen moglich. Eine besonders
untergrundarme Selektion erhélt man, wenn man genau zwei rekonstruierte Photonen mit einer
Mindestenergie von 0.5 GeV in einem Kegel verlangt, der nach der MLS im 77%-Kanal identifi-
ziert worden ist (wobei hier keine Variablen aus der Photon-Rekonstruktion zur Selektion benutzt
worden sind). In Abbildung 5.9 ist links die Verteilung der invarianten Masse der Photonen-Paa-
re in diesen Ereignissen dargestellt (ohne Korrekturen durch die m o-Zwangsbedingung). Auf
der rechten Seite ist die Verteilung des ,, Pulls®, der die Abweichung der rekonstruierten Masse
von der Masse des neutralen Pions in Einheiten des Fehlers der rekonstruierten Masse angibt,
abgebildet. Sind alle Fehlerquellen statistischer Natur und ist die Grofe jeder Fehlerquelle richtig
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Abbildung 5.9: Die invariante ~y-Masse in nn°-Zerfillen, in denen zwei Photonen mit einer
Mindestenergie von 0.5 GeV rekonstruiert wurden (links) und die Pull-Verteilung derselben Er-
eignisse (rechts). OPAL-Daten sind als Punkte dargestellt. Die Vorhersage aus der Simulation ist
durch die transparente Verteilung gegeben und die dunkle Verteilung entspricht dem Untergrund
aus T-Paaren sowie sonstigen Untergrundquellen.

abgeschétzt, erwartet man fiir die Form der Verteilung des Pulls eine Gauf3-Funktion mit dem
Mittelwert bei 0.0 und der Streuung 1.0. Die Pull-Verteilung in Abbildung 5.9 zeigt dagegen ein
anderes Verhalten. Pafit man eine Doppel-Gauf3-Verteilung an die Daten an, ergibt sich, daf} fiir
etwa 45 % der rekonstruierten 7¥ der Fehler iiberschiitzt wird. Diese Ereignisse bilden die schmale
Verteilung um 0.0 mit der Streuung o = 0.32. Fiir die anderen 55 % wird der Fehler unterschéitzt
und hier sind die Ereignisse um 0.5 mit einer Streuung von o = 2.2 verteilt. Die absolute Grofie
der Streuung ist hier allerdings nicht wichtig, da eine Variation des angenommenen Fehlers von
100 MeV auf die gemessenen Energien in den ECAL-Blscken eine proportionale Anderung der
Fehler der yy-Massen ergibe. Fiir die m%-Rekonstruktion wird daher eine Abweichung des Pulls
von weniger als 1.5 verlangt, so dafl nur die Klasse der gut rekonstruierten neutralen Pionen,
die der schmalen Pull-Verteilung entspricht, beriicksichtigt wird.
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Als weiteres Qualitétskriterium der neutralen Pionen werden im Falle der einspurigen Zerfille
mindestens 0.7 GeV fiir die Energie eines 70 verlangt und im Falle dreispuriger Zerfille muf die
Energie des 7° mindestens 2.0 GeV betragen, da hier die Anzahl der Photonen, die aus den
hadronischen Wechselwirkungen der geladenen Pionen im ECAL rekonstruiert wurden, grofier
ist als bei den einspurigen Zerfillen. Die Massen der so selektierten Ereignisse im 377’-Kanal
sowie deren Pull-Verteilung sind in Abbildung 5.10 dargestellt (ebenfalls ohne Korrekturen durch
die mo-Zwangsbedingung). Die Pull-Verteilung ist bei +1.5 abgeschnitten, und folgt innerhalb
dieser Grenzen einem etwas schmaleren Verlauf als die Verteilung des Pulls fiir die einspurigen
Zerfille in Abbildung 5.9, da diese Grofie hier bereits zur Auswahl der besten Kombination aus
zwei Photonen benutzt worden ist. Die Verteilung der rekonstruieren Massen ist im Vergleich
zu der Verteilung fiir einspurige Zerfélle erwartungsgemifl etwas breiter, da mit zunehmender
Aktivitdt im ECAL das Auflésungsvermégen fiir einzelne Photonen abnimmt.
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Abbildung 5.10: Die invariante yy-Masse in Srr0-Zerfillen, in denen ein m° mit einer Mindest-
energie von 2.0 GeV rekonstruiert wurde (links) und die Pull-Verteilung derselben Ereignisse
(rechts). In der n°-Rekonstruktion wird die yy-Kombination mit dem kleinsten Pull ausgesucht
und verworfen, falls der Pull grofier als 1.5 ist. OPAL-Daten sind als Punkte dargestellt. Die
Vorhersage aus der Simulation ist durch die transparente Verteilung gegeben und die dunkle
Verteilung entspricht dem Untergrund aus 7-Paaren sowie sonstigen Untergrundquellen.

Die Granularitiat des elektromagnetischen Kalorimeters erlaubt die Rekonstruktion beider
Photonen eines zerfallenden 7° nur dann, wenn dessen Energie kleiner als 12 GeV ist. Neutrale
Pionen mit hoheren Energien fithren zu Photonen, die im ECAL so eng benachbart liegen, daf3
sie nicht getrennt aufgelost werden und als ein Photon rekonstruiert werden. Im Anschluf3 an
die Bestimmung der besten Zwei-Photon-Kombinationen werden die verbleibenden Photonen,
deren Energien iiber 12 GeV liegen, als zusitzliche 7°-Kandidaten behandelt. Der Impuls eines
solchen 7Y-Kandidaten wird aus der um die Masse des Pions korrigierten Energie des Photons
berechnet.

In Abbildungen 5.11 und 5.12 sind die Verteilungen der Anzahl rekonstruierter 7% nach
den hier vorgestellten Kriterien fiir die ein- und dreispurigen hadronischen Zerfallskanéle des
7-Leptons dargestellt. Alle Selektionsschnitte, bis auf den Schnitt auf die 7°-Anzahl, sind hier
angewandt worden.

Die Hiufigkeitsverteilungen der 7°-Anzahlen aus den Daten werden durch die Simulation
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Abbildung 5.11: Verteilungen der rekonstruierten w°-Anzahl fir einspurige hadronische T-
Zerfille. OPAL-Daten sind als Punkte wiedergegeben; Die Vorhersage der Simulation ist als
transparente Verteilung dargestellt und der erwartete Untergrundanteil aus T-Zerfillen und an-
deren Untergrundquellen entspricht der farbigen Fliche.

insgesamt gut beschrieben. Die Abweichungen der Daten von der Vorhersage liegen fiir die zu
selektierenden Intervalle zwischen 0.2% und 3.2 %. Damit ergibt sich eine zusitzliche Unsi-
cherheit auf den Untergrundanteil in derselben Gréflenordnung, der in der Entfaltung (siehe
Kapitel 6) der Massenspektren kompensiert wird, da hier die Untergrundanteile in jedem Si-
gnalspektrum mit angepafit werden. Die letzte Verteilung in Abbildung 5.12, die dem Kanal
37279 entspricht, ist identisch mit der 377°-Verteilung, da in der MLS kein separater Kanal
fiir den Endzustand 37270 eingerichtet wurde. Trotzdem werden auch hier schlieflich disjunkte
Datensitze selektiert, da das Intervall, das zu N,o = 1 gehort, nur in die 377°-Selektion eingeht,
withrend das zu N,o = 2 gehérende Intervall der 3m27%-Selektion vorbehalten bleibt.
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Abbildung 5.12: Verteilungen der rekonstruierten mw°-Anzahl fiir dreispurige hadronische T-
Zerfille. OPAL-Daten sind als Punkte wiedergegeben. Die Vorhersage der Simulation ist als
transparente Verteilung dargestellt und der erwartete Untergrundanteil aus T-Zerfillen und an-
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WENN SICH

Wenn sich, nachtbedingt erkaltet,
Wiesen morgendlich erwdrmen
und der Herr die Dame faltet,
um zur Arbeit auszuschwéirmen,

um sich lebend, lobend, labend,
weltverloren zu erneuen —

Wird er liebend noch am Abend

6 . E ntfa It u ng die Entfaltete erfreuen.
Robert Gernhardt

6.1 Motivation

Im Anschlu8 an die Selektion erhélt man fiir jeden selektierten Kanal ein Spektrum des Mas-
senquadrates, s = ¢2, des hadronischen Endzustands, indem die Vierervektoren der geladenen
Pionen, die aus den in der Driftkammer gemessenen Impulsen und Winkeln der Spuren berechnet
werden, und die Vierervektoren der neutralen Pionen, deren Rekonstruktion in den Kapiteln 4
und 5 beschrieben wurde, zu einem Vierervektor ¢ addiert werden. Die direkte Nutzung dieser
Spektren, um die Spektralfunktionen im 7-Zerfall — und damit auch die Momente von R, — zu
extrahieren, ist aber nicht mdéglich. Zum einen sind die unterschiedlichen Nachweiswahrschein-
lichkeiten der selektierten Kanile zu beriicksichtigen, und zum anderen verfiigt der Detektor
nur iiber ein begrenztes Auflosungsvermogen in s, so dafl die gemessenen Spektren gegeniiber
den wahren Verteilungen in s deformiert sind. Ein typischer Auflosungseffekt ist z.B., dal auch
Massenquadrate rekonstruiert werden, die iiber die kinematische Grenze s = m% hinausgehen.
Fehlidentifizierte 7-Zerfille, die zu Zerfallskanilen gehoren, die ebenfalls selektiert werden sol-
len, sind teilweise als Untergrund in ,benachbarten® Kanélen enthalten, die eine andere Anzahl
neutraler Pionen im Endzustand haben. Dadurch entstehen Korrelationen zwischen den gemes-
senen Spektren, wenn man die Spektren in die beitragenden Kanile aufteilt. In diesem Kapitel
wird eine Methode vorgestellt, mit der sowohl eine Beriicksichtigung des endlichen Auflésungs-
vermogens des Detektors sowie der begrenzten Nachweiswahrscheinlichkeit fiir die selektierten
Kanile als auch die korrekte Behandlung der Korrelationen zwischen den gemessenen Spektren
moglich ist. Es handelt sich um eine ,regularisierte Entfaltungsmethode®, die in den Grundziigen
aus [63] iibernommen worden ist und um die Méglichkeit einer simultanen Entfaltung korrelierter
Spektren erweitert wurde.

6.2 Methode

Den generellen Zusammenhang zwischen einer Verteilung g(y) in einer gemessenen Grofie y =
Smeas und einer Verteilung f(x) in der zu y korrespondierenden wahren Grofle © = Sqrye, kann
mit einem Faltungsintegral beschrieben werden:

Tmax

o) = [ de Ay, 2) (@) F2) + ) (61)

Tmin

in dem A(y, z) die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, den Mefiwert y aus dem Detektor zu erhal-
ten, wenn x vorliegt und der Detektor iiberhaupt ein y nachgewiesen hat. Die Wahrscheinlichkeit,
dafl bei einem bestimmten x das Ereignis iiberhaupt nachgewiesen wird, ist hier durch e(x) ge-
geben, und den méglichen Untergrund der gemessenen Verteilung liefert b(y). Die Grenzen des
Integrals T, und .y schrianken den physikalisch moglichen Bereich der Gréfle x z.B. durch
kinematische Randbedingungen ein. Fiir die simulierten Ereignisse kennt man nun alle betei-
ligten Groflen, die in dem Integral vorkommen, wihrend in den Daten nur die Verteilung g(y)
bekannt ist. Die Entfaltung besteht nun darin, aus den simulierten Ereignissen zunéchst die De-
tektorfunktion A(y, z), die Nachweiswahrscheinlichkeit () und den erwarteten Untergrund b(y)
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zu bestimmen, um dann eine Funktion f(z) iiber das Faltungsintegral (6.1) an die gemessene
Verteilung g(y) aus den Daten anzupassen.

Die exakte Detektorfunktion A(y, x) ist allerdings nicht mit einer endlichen Menge simulierter
Ereignisse zu bestimmen, sondern das Faltungsintegral muf3 diskretisiert werden. Dazu schreibt
man zunéchst die (unbekannte) Funktion f(x) als eine Summe iiber m Basisfunktionen p;(x):

flx) =D fi fuc(z) pj(2), (6.2)

J=1

die mit einem Koeffizientenvektor f = { f;} und der Verteilung der simulierten Ereignisse fyic(z)
gewichtet werden. Die Basisfunktionen p;(z) sollen dabei positive Funktionen sein, die sich,
unabhéngig von ihrer genauen Definition, fiir ein gegebenes x stets zu Eins addieren sollen, wenn
iiber alle j summiert wird. Die Gewichtung mit der Funktion fyic(x) entspricht einer Entfaltung
der Quotientenfunktion f(x)/fumc(x), die sich immer dann anbietet, wenn der erwartete Verlauf
von f(z) durch schmale Resonanzen dominiert wird. Auf die prinzipiellen Unterschiede einer
Behandlung der Quotientenfunktion im Gegensatz zu der eigentlichen Funktion wird im Laufe
des Kapitels noch eingegangen.

Die einfachste Form der Diskretisierung besteht nun darin, fiir die Basisfunktionen p;(z)

Stufenfunktionen
o 1 tj_l <z < tj
pj = { 0 sonst ’ (6.3)

mit dquidistanten Absténden d = t; — t;_; zu wihlen. Die Funktion A(y,z) wird dann durch
eine zweidimensionale Stufenfunktion, A;;, ersetzt, die fiir alle y aus dem i-ten, rechtsseitig
halboffenen Intervall [y;—1,y;) und alle z aus dem j-ten Intervall [x;_1,z;) einen konstanten
Wert annimmt, der das mittlere Verhalten des Detektors fiir diese beiden Intervalle angibt, und
aus der Simulation bestimmt werden kann, indem A;; auf die Anzahl aller simulierten Ereignisse,
deren z-Werte im j-ten z-Intervall und deren y-Werte im i-ten y-Intervall liegen, gesetzt wird.

Fiir g(y) und b(y) werden eindimensionale Stufenfunktionen auf denselben y-Intervallen ein-
gefiihrt, so dafl g; die Summe aller Ereignisse angibt, deren gemessenes y im i-ten y-Intervall
liegt.

Das Faltungsintegral vereinfacht sich dann zu einer Matrixgleichung, die sich, wenn man
alle eindimensional diskretisierten Grofien zu Vektoren und die zweidimensionale Grofie zu einer
Matrix zusammenfafit, als

g=A-f+b. (6.4)

schreiben 1a8t, wobei €(z) bereits in die Komponenten von A integriert worden ist. Die Losung
ist nun einfach durch die Inversion dieser Gleichung gegeben:

f=A"' (g-b). (6.5)
Die Diskretisierung fiihrt aber zu einigen entscheidenden Nachteilen.
1. Die Anzahl der Intervalle in  und y muf} identisch sein, wenn A invertierbar sein soll;

2. Durch die Invertierung der Matrix konnen kleine Matrixelemente von A dazu fithren, dafl
die Komponenten von f — stérker als der statistische Fehler vermuten 148t — um ihre
Erwartungswerte streuen.

Den ersten Punkt kann man umgehen, indem keine echte Invertierung der Matrix durchgefiihrt
wird, sondern unter Ausnutzung der Fehler der Komponenten von g eine x?-Anpassung des Vek-
tors f an die Daten vorgenommen wird. Die Anzahl der Intervalle in y darf dann nur nicht kleiner
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werden als die Anzahl der Intervalle in z. Das zweite Problem bleibt aber auch dann noch beste-
hen, und die unphysikalisch grolen Oszillationen des Losungsvektors stellen das Hauptproblem
der Entfaltung dar.

Um dieses Problem zu 16sen, muf} eine Regularisierungsfunktion eingefiihrt werden, die die
unphysikalischen Komponenten von f dampft. Ein Maf}, mit dem die Oszillationsstéirke von f
gemessen werden kann, ist die totale Kriimmung, die dem Integral des Quadrates der zweiten
Ableitung von f(x)/fmc(x) iiber  entspricht:

(e f@) )
r(f) = / dz [dx? P (x)] , (6.6)

Zmin

und die regularisierte Losung findet man durch die Minimierung des um diesen Kriimmungsterm
erweiterten y?:

Xal£) = X (E) + 5 pr(). (67)

Der Regularisierungsparameter p bestimmt die relative Stidrke der Dampfung. W&hlt man p = 0
findet {iberhaupt keine Dampfung statt, und fiir p — oo erhélt man eine flache Funktion, da nur
noch die Reduzierung der Kriitmmung das X?eg verbessert. Um ein sinnvolles Resultat zu erhalten,
muf} also der Regularisierungsparameter so gewahlt werden, dafl nur statistisch insignifikante
Komponenten, die zu groflen Oszillationen fithren, unterdriickt werden.

Werden fiir die p;(z) Stufenfunktion gewéhlt, ist f(z)/fumc(x) an den Intervallgrenzen nicht
stetig, und die zweite Ableitung kann bestenfalls ndherungsweise aus den Differenzenquotienten
der Differenzenquotienten von f/fyc bestimmt werden:

& fx) fim = 2fi+ fia
dz? fuc(z) - d? ’

Fiir die Randintervalle mufl man hier noch geeignete Bedingungen finden, um auch dort die
zweite Ableitung zu definieren. Das Integral (6.6) bleibt auch dann nur ndherungsweise bestimmt,
und damit ist das Dampfungsmaf} selbst nur ungenau bekannt. Wahlt man dagegen fiir die
Basisfunktionen p;(z) sogenannte kubische B-Spline-Funktionen

tjfl <z< L‘j. (6.8)

23 z=(rx—t; )/d t; <z<tjpn
1 (14+3(142(1—2))=2) z=(x—tjp1)/d  tjg1 < <tjyo
pj(.%') = 6 X (T+3(1+2(1— Z))(l —2) z=(r— tj+2)/d tjro <x <tjy3z , (6.9)
(1-2)? z=(z—tjy3)/d  tjy3 <z <tju
0 sonst

wobei d = (Tmax — Tmin)/(m — 3) der Abstand benachbarter Knoten t; = xmin + (k — 4) d fiir
k=1,...,m—1 Knoten und m Spline-Funktionen ist, bleiben die Funktion f(z) und ihre ersten
beiden Ableitungen an den Knoten stetig, und das Integral (6.6) kann mit

2

N
&2 fucl) ~ 2wt (6.10)

exakt bestimmt werden. Der Koeffizientenvektor f ist nun nicht mehr im z-Raum definiert, son-
dern im Raum der Spline-Funktionen. Dabei folgt aus der Definition (6.9), daf sich jede Spline-
Funktion iiber vier x-Intervalle erstreckt. Nicht alle Intervalle sind aber physikalisch sinnvoll. So
wird fiir die erste Spline-Funktion (j = 1) nur das letzte Intervall bendtigt, das sich von xp,, bis
Zmin + d erstreckt, und fiir die letzte Spline-Funktion (j = m) nur das erste Intervall, mit den
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Abbildung 6.1: Kubische B-Spline-Funktionen und ihre ersten drei Ableitungen.

Grenzen Tyax — d und xmax. Auch hier bleibt die Freiheit, mit zusétzlichen Randbedingungen
den Koeffizienten der ersten und der letzten Spline-Funktion zu fixieren. Eine Randbedingung,
die fur die unbekannte Funktion f(z) kaum eine Einschrénkung bedeutet, erhdlt man aus der
Forderung, daf} die dritte Ableitung der Summe der Spline-Funktionen an den Réndern stetig
sein soll:

Z fj p/// xmln = Z fj pm -rmin + d)

7j=1
/// _ S ///
Z f] p; wmax = Z JiPj Qfmax —d) (6.11)

Werden mindestens sechs Spline-Funktionen in der Parametrisierung benutzt, kann man dann
den ersten und den letzten Koeffizienten aus den anderen ausrechnen:

fi = 4fo—6fs+4fs— f5 und
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fm = 4fm—1 - 6fm—2 + 4fm—3 - fm—4- (6.12)

In der Anpassung an die Daten bleiben also m — 2 Parameter zu bestimmen. In Abbildung 6.1
sind fiir sechs Spline-Funktionen die Funktionswerte und die Werte der ersten drei Ableitungen
dargestellt. Die Abbildung zeigt, dafl nur die Knoten t4 bis t,,4+1 innerhalb des physikalisch
sinnvollen Bereichs liegen, und daf erst die dritte Ableitung an den Knoten unstetig ist.

Bevor die Regularisierung fiir eine Entfaltung mit kubischen B-Spline-Funktionen diskutiert
wird, miissen die Schritte zur Diskretisierung des Faltungsintegrals (6.1), die bisher nur fiir eine
Entfaltung mit Stufenfunktionen angeben wurden, noch einmal betrachtet werden. Die Elemente
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Abbildung 6.2: Detektormatriz fir T — vynn°-Zerfille. Auf einer logarithmischen Skala sind die
Magtrizelemente in dem zweidimensionalen Bild in Graustufen dargestellt. Auf der rechten Seite
befindet sich die Projektion in den Raum der Spline-Funktionen, und oben ist die Projektion in
den Smeas-Raum abgebildet. Letztere ergibt sich durch die Multiplikation der Matriz mit einem
Koeffizientenvektor £, dessen Elemente alle den Wert f; = 1 haben.

der Detektormatrix A erhélt man, indem fiir jedes simulierte Ereignis, das die Selektion passiert
hat und durch das Wertepaar (x,y) beschrieben wird, jedes A;; mit y; < y < y;4+1 auf A;; +p;(z)
gesetzt wird. Im Unterschied zu der Verwendung von Stufenfunktionen trégt jetzt jedes Ereignis
(sofern x nicht in einem der Randintervalle liegt) zu vier Matrixelementen mit unterschiedlichen
Gewichten, die sich zu 1.0 addieren, bei. Da wieder nur die simulierten Ereignisse in die Detek-
tormatrix eingehen, die die Selektion passiert haben, ist die Nachweiswahrscheinlichkeit bereits
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in A enthalten, und formal lautet die Definition:

Tmax

A= [y [ dwAly,2)e(a) fuclalp; @) (6.13)

Yi—1 Zmin

Das Marixelement A;; gibt nun das Produkt der Wahrscheinlichkeit, ein Ereignis im i-ten y-
Intervall zu selektieren, wenn es tatsédchlich geméf der Funktion p;(z) generiert wurde, mit der
Anzahl der Ereignisse, die insgesamt geméfl der Funktion p;(x) generiert worden sind, an. Die
Summe der A;; iiber alle j fiir ein bestimmtes ¢ entspricht der insgesamt im i-ten y-Intervall
selektierten Ereignisse, wiahrend die Summe der A;; iiber alle 4 fiir ein bestimmtes j der Anzahl
der Ereignisse entspricht, die geméf p;(x) generiert und auflerdem auch selektiert wurden. Ab-
bildung 6.2 zeigt diese Matrix und die Projektionen in den y = speas-Raum bzw. den Raum der
Spline-Funktionen am Beispiel simulierter 7-Zerfille im m7%-Kanal. Die unregularisierte Losung
fiir den Koeffizientenvektor f erhélt man aus der Minimierung von

2
n (91‘ —b; — ;1 Aijfj)

=Y g . (6.14)
i=1 9;

Die Grofle o; gibt dabei den statistischen Fehler der gemessenen Daten an. Integriert man dann
Gleichung 6.2 iiber beliebige Intervalle in x, erhélt man eine diskretisierte Verteilung von f im

z-Raum:
X

k m

fi= [ aw > 1 fuce) o), (6.15)
Tp—1 J=1

Je nach Anzahl der benutzten Spline-Funktionen und der schliellich gewahlten Intervalle in x

sind die integrierten Entfaltungsergebnisse f; unterschiedlich stark korreliert.

Ohne einen zusitzlichen Regularisierungsterm ergeben sich bei der Entfaltung eines gemes-
senen Spektrums nach wie vor grofle Oszillationen und teilweise sogar negative Werte fiir das
entfaltete Spektrum. In Abbildung 6.3(a) ist fiir einen simulierten Testdatensatz, der 20000 selek-
tierten Zerfillen mit einem Untergrundanteil von 18 % entspricht, das Resultat einer Entfaltung
ohne Regularisierung dargestellt. Die Detektormatrix ist hier mit einer anderen Simulation, die
zwar dasselbe Antwortverhalten des Detektors aber eine andere Generator-Funktion beinhaltet,
erstellt worden. Die entfalteten Werte streuen sehr stark um die erwartete Verteilung, und ihre
Fehler iibersteigen deutlich die statistischen Unsicherheiten.

Betrachtet man die Hesse-Matrix

1 d?x?

w =5 apan =V O (6.16)

die der Inversen der Fehlermatrix des Losungsvektors f entspricht, 148t sich die Ursache der
Oszillationen auf die statistisch insignifikanten Komponenten zuriickfithren, indem man f in
einen Raum transformiert, in dem alle Komponenten unabhéngig sind und den Fehler +1 haben.
Dazu wird zunéchst H diagonalisiert:

D=U,"-H Uy, (6.17)

so dafl nur die Diagonalelemente von D, D;;, von Null verschieden sind und den Eigenwerten
von H entsprechen. Die Matrix Uj ist orthogonal und kann so gewéhlt werden, daf} die Dia-
gonalelemente von D in absteigender Reihenfolge, D1y > Dgy > ... > D,,,, sortiert sind. Die
Transformation

a=DV2. U, f (6.18)
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fithrt dann zu dem gewiinschten Ergebnis, daf} alle a; den Fehler +1 haben und keinerlei Korrela-
tionen zwischen ihnen auftreten. Die Elemente der Matrix D/2 sind gerade die Quadratwurzeln
der Elemente von D, und es gilt D*/2.DY/2 = D. Umgekehrt ergibt sich also der Lésungsvektor

m
f— Y () 6.19

jzl \/Di‘]‘] ( I)Jﬂ ( )
aus den Spaltenvektoren uj ; von Uy, die alle die Lénge 1 haben, den unabhéngigen Koeffizienten
aj und den Eigenwerten der Hesse-Matrix D;;. Kleine Eigenwerte entsprechen dabei grofien
Fehlern und gerade diese statistisch insignifikanten Beitréige erhalten ein grofles Gewicht. Werden
alle Koeffizienten mit j > mg, wenn mg der Index des ersten Koeffizienten a,,,, der mit Null
vertraglich ist, weggelassen, verbleiben nur noch die statistisch signifikanten Komponenten in
f. Mit einer glatten Ddmpfungsfunktion 148t sich dieses Resultat noch weiter optimieren, da
auch ein sprunghafter Abbruch bei j = mg Oszillationen der Komponenten von f verursacht.
Die Minimierung von (6.7), wobei p so gewéhlt wird, dal der Démpfungsterm erst fiir j > my
entscheidend wird, fithrt gerade zu einer allméhlichen Abschwichung der Koeffizienten, ohne
neue Ostzillationen hervorzurufen.

Den richtigen Regularisierungsparameter p erhélt man aus einer Kombination der Kriimmung
und der Fehlermatrix des ohne Regularisierung gefundenen Losungsvektors f. Um die Kriimmung
bei einer Diskretisierung der gesuchten Funktion f(z) durch kubische B-Spline-Funktionen aus-
zurechnen, werden zunéchst die zweiten Ableitungen der Spline-Funktionen benétigt:

z z:(w—tj )/d tj S(L‘<tj+1
1 1—-3z Z:(l'—tjurl)/d tj+1 §$<tj+2
1
p; (.%') = ﬁ X 3z—2 z= (1‘ — tj+2)/d tj+2 <z< tj+3 (6.20)
(1—2) z=(z—tj43)/d  tjr3<a <tjys
0 sonst

Die Kriimmung ergibt sich dann aus Integralen iiber Produkte der zweiten Ableitungen

i=k—3  i=k—2 i=k—1  i=k j
bt 1 2 -3 0 1 k-3
Mi’;- = /da:p;'(m)p;-'(x) =6 -3 6 -3 0 k=2, (6.21)
7 0 -3 6 -3 | &
1 0 -3 2

so daB r(f) als eine quadratische Form in f geschrieben werden kann:

Tmax 2
m d2
r(f) = /dx [ijdgczpj(@] =f"'.C-f, (6.22)
Zmin ‘7:1

wobei die Matrix C positiv semidefinit, symmetrisch und konstant ist und aus den M{; gebildet
werden kann:

29 -3 0 1 0 0
3 8 =6 0 1 0
X 0 -6 14 -9 0 1
C=__ 1 0 -9 16 -9 O (6.23)
61 0 1 0 —9 16 —9
0O 0 1 0 -9 16
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Im Raum des transformierten Koeffizientvektors a, der zu der unregularisierten Losung f gehort,
lautet der Regularisierungsterm

1 1
§pr(f):§p al . Cp-a (6.24)
mit
c,=D'"2.u;T.c.U;.-D V2 (6.25)

Wird jetzt Cq mit einer weiteren orthogonalen Transformation Usg zu
S=U,T.C; U, (6.26)

diagonalisiert, so dafl die Diagonalelemente von S, die den Eigenwerten von Cy entsprechen, in
aufsteigender Reihenfolge sortiert sind, kann man zeigen, dafl aus der unregularisierten Losung,
die nach der Drehung

a' =Uyl . a (6.27)

immer noch durch unabhéngige Koeffizienten a;- mit der Streuung +1 gegeben ist, die Kom-
ponenten des regularisierten Losungsvektors, fiir den (6.7) bei einem gegebenen p minimal ist,
mit )
a;, = 70/. 628

J 1+ ,OSjj J ( )
berechnet werden kénnen. Da die S;j; in aufsteigender Reihenfolge sortiert sind, und typischer-
weise mit aufsteigendem Index exponentiell anwachsen, ist der Effekt des Ddmpfungsparameters,
der fiir my signifikante Komponenten von a’ mit p & 1/S,,,m, abgeschiitzt werden kann, auf die
ersten Elemente mit j < mq sehr klein, wihrend fiir alle Elemente j > my eine starke Ddmpfung
einsetzt. Umgekehrt kann man die Summe

G
mo = E _
R

(6.29)
als effektive Anzahl ungeddmpfter Spline-Funktionen interpretieren. Den richtigen Démpfungs-
parameter findet man nun, indem mg aus dem Verhalten der Koeffizienten a} bestimmt wird.
Da alle Koeffizienten unabhéngig sind und ihre Fehlermatrix durch die Einheitsmatrix gegeben
ist, bezeichnet der Index j, ab dem alle weiteren Koeffizienten mit Null vertréiglich sind, den
Grenzindex my, ab dem die Ddmpfung einzusetzen hat. In Abbildung 6.3(d) sind fiir den Test
der Methode mit simulierten Daten die Koeffizienten a;- gegen die Indexnummer aufgetragen.
Fiir die Indizes j > mg = 10 sind alle Koeffizienten im Rahmen ihrer Fehler, die durch die beiden
Linien bei +1 angedeutet sind, mit Null vertriglich. Aus (6.29) wird das zu diesem m passende
p bestimmt, und die regularisierte Losung f ergibt sich nach den Riicktransformationen mit den
Matrizen Ug, D~/2 und U; aus Gleichung (6.28). Die Fehlermatrix V(a;) der regularisierten
Koeffizienten a; ist durch

V(aj) = (1+pS) 2 (6.30)

gegeben, wobei 1 die Einheitsmatrix ist, und kann mit denselben Matrizen in V (f) riicktrans-
formiert werden.

Der Effekt der Regularisierung ist in Abbildung 6.3 dargestellt. Bild (a) entspricht der nicht-
regularisierten Losung (p = 0), die starke Oszillationen aufweist. Bild (b) zeigt das Ergebnis ei-
ner zu starken Dampfung, in der von den 30 Spline-Funktionen effektiv nur mg = 4 ungedampft
geblieben sind. In Bild (c) ist schlieBlich mit dem zu my = 10 gehdrenden p regularisiert wor-
den und die Ubereinstimmung mit der erwarteten Verteilung ist sehr gut. Bild (e) zeigt die
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in der Anpassung verwendeten Verteilungen im Detektorraum und das in den Detektorraum
zuriickgefaltete Resultat der regularisierten Entfaltung.

In dem hier gezeigten Beispiel weicht die Funktion f(x) deutlich von der Vorhersagefunk-
tion fyc(x) ab. Dennoch sind keine systematischen Verschiebungen des Entfaltungsresultats
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Abbildung 6.3: Test der Entfaltungsmethode. Die drei oberen Bilder zeigen drei Entfaltungen
desselben Datensatzes. Die Punkte mit Fehlerbalken entsprechen dem Resultat der Entfaltung; die
gestrichelte Linie zeigt die Verteilung der zum Erzeugen der Detektormatriz benutzten Ereignisse;
die durchgezogene Linie gibt die Funktion wieder, nach der die simulierten Daten urspringlich
verteilt waren. In (a) ist iberhaupt nicht, in (b) zu stark und in (c) richtig reqularisiert worden.
der Koeffizientenvektor a; (siehe Text) ist in (d) dargestellt; die senkrechte Linie zeigt, ab wo
die Koeffizienten fir (c) gedimpft wurden. Die ersten beiden Koeffizienten sind grifier als 20
und im Bild nicht zu sehen. In (e) sind die simulierten Daten (Punkte), die Vorhersage im
Detektorraum (gestrichelte Linie), der erwartete Untergrund (dunkle Fliche) und das in den
Datenraum zurickgefaltete Resultat der Entfaltung angegeben (durchgezogene Linie).

in Richtung der Vorhersage festzustellen, wenn der Regularisierungsparameter richtig gewéhlt
wird. Sind sich die vorhergesagte Funktion fyic(z) und die zu entfaltende Funktion f(x) dhnlich,
kommt die Anpassung mit weniger Koeffizienten aus und das Resultat wird stabiler. Aus diesem
Grund wird statt der Funktion f(z) die Quotientenfunktion f(z)/fuc(z) entfaltet. Fiir den
dampfungsfreien Fall sind beide Methoden gleichwertig, fithren aber im gedédmpften Fall zu un-
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terschiedlichen Resultaten. Betrachtet man nur den Einflul des Regularisierungsterms im X%eg,
erhélt man fiir f(z) bei der Entfaltung von f(x) eine konstante Funktion und bei der Entfaltung
von f(x)/fumc(x) die Vorhersagefunktion fyic(x). Ist eine generelle Struktur der Funktion f(x)
also bereits bekannt, und werden nur geringe Abweichungen von dieser Struktur erwartet, ist es
giinstiger, die Quotientenfunktion anstelle der Funktion selbst zu entfalten.

6.3 Korrelationen

Der Untergrund in den hier analysierten 7-Zerfillen besteht iiberwiegend aus fehlidentifizierten
anderen 7-Zerfillen, die ein neutrales Pion im Endzustand mehr oder weniger als der betrach-
tete Kanal aufweisen, und in der Rekonstruktion filschlich zu der Anzahl neutraler Pionen, die
fiir den betrachteten Kanal verlangt werden, gefiihrt haben. Setzt man fiir jeden Signalkanal
diesen Untergrund als bekannt voraus, ignoriert man die Korrelation dieses Untergrundes mit
den entfalteten Verteilungen der benachbarten Signalkanile. Das kann sowohl die Form als auch
die Fehler des entfalteten Resultats verfilschen. Méchte man die Korrelationen explizit beriick-
sichtigen, miissen alle einspurigen (dreispurigen) Zerfallskanile gemeinsam entfaltet werden. Die
Anzahl der fehlidentifizierten Ereignisse, die aus einem einspurigen (dreispurigen) Kanal stam-
men und in einem dreispurigen (einspurigen) Kanal nachgewiesen werden ist dagegen gering.

Neben den drei bereits eingefiihrten Detektormatrizen fiir einspurige (dreispurige) Zerfille,
die die Verteilungen der Mefigroflen y aus dem Antwortverhalten des Detektors auf die Vertei-
lungen in den Gréflen = der Signalkanéle angeben, werden sechs weitere Matrizen benétigt, die in
jedem Signalkanal das Antwortverhalten des Detektors auf die x-Verteilungen der benachbarten
Kanile beschreiben.

Fiir die einspurigen Zerfille sind die benétigten Matrizen in Abbildung 6.4 dargestellt, und
die Matrizen fiir die Entfaltung dreispuriger Zerfille zeigt Abbildung 6.5. Die Anpassung der
Koeffizientenvektoren an die Daten geschieht wie in Abschnitt 6.2 beschrieben durch die Mi-
nimierung eines x? (siche Gleichung (6.14)), das jetzt um die Korrelationsterme zu erweitern
ist:

Y=@E-b-A-H'. V5! (g—b-—A-f). (6.31)

Fiir einspurige Zerfille wird der Vektor g = {g”o, gﬂ’ro, g“37r0} aus den N0 + N0 + N30
Komponenten der Vektoren der einzelnen Kanéle zusammengesetzt und entsprechend lautet der
N3r +Ngrr0 +Naro0-Komponenten Vektor im dreispurigen Fall g = { g%, g37”r0 , g3”2”0}. Analog
ergeben sich die unkorrelierten Untergrundvektoren b aus den nicht gemeinsam zu entfaltenden
simulierten Untergrundereignissen in den je drei Signalkanilen. Die Matrizen A setzen sich
aus 3 x 3 Untermatrizen zusammen (siehe Abbildungen 6.4 und 6.5). Thre Normierung wird so
gewihlt, daf3 fir fjl- =N! /NI{/IC, wenn N' die Anzahl der im Kanal [ selektierten Ereignisse aus
den Daten und NI{/IC die Anzahl der selektierten Ereignisse aus der Simulation bezeichnet, die
Multiplikation mit den Untermatrizen jeweils die erwartete Anzahl Ereignisse aus dem Signal-
oder einem Untergrundkanal in den Signalkanilen ergibt. Die erwarteten Anzahlen sind dabei auf
die aktuellen Weltmittelwerte [1] der Verzweigungsverhéltnisse des 7-Leptons korrigierte Werte.
Der Koeffizientenvektor f schliellich ergibt sich aus den m.. .o +m o0 +m 3,0 Koeflizienten der
gemeinsam betrachteten einspurigen Zerfille bzw. den mgy + ms, 0 + Mm3r9.0 Koeffizienten fiir
dreispurige Zerfalle.

Die Fehlermatrix V. = Vp,t + Vmc + Vp besteht aus der Summe einer Diagonalmatrix
VDat, deren Elemente

VDat,ii:gz‘7 i:la"'anﬂﬂoanﬂ-ﬂ-o +17"‘7n7r7r0 +n7r27r0 +n w370 (632)
(3m) (37) (37) (37nm0) (3w270)
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Abbildung 6.4: Detektormatrizen fiir die einspurigen Zerfdille. Die Matrizen entlang der Diago-
nalen zeigen das Detektorverhalten fiir die richtig identifizierten Signalkandle. Auferdiagonal-
matrizen sind in jeder Reihe fiir die Abbildung des selben Signalkanals, zu dem die Matriz auf der
Diagonalen gehort, in die Nachbarkandle dargestellt. Die Projektionen am oberen Rand zeigen
die erwarteten Spektren, wobei die transparente Fliche den Signalanteil und die gefirbte Fldiche
den Untergrund der benachbarten Kandle angibt. Die Projektionen am rechten Rand stellen die
Signalverteilungen im Raum der Spline-Funktionen dar. Der relative Beitrag der Untermatrizen
(normiert auf den Beitrag der mn®-Matriz) ist jeweils unten rechts in den Matrizen angegeben.
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Abbildung 6.5: Detektormatrizen fiir die dreispurigen Zerfille. Die Matrizen entlang der Diago-
nalen zeigen das Detektorverhalten fiir die richtig identifizierten Signalkandle. Auferdiagonal-
matrizen sind in jeder Reihe fiir die Abbildung des selben Signalkanals, zu dem die Matrix auf der
Diagonalen gehirt, in die Nachbarkandle dargestellt. Die Projektionen am oberen Rand zeigen
die erwarteten Spektren, wobei die transparente Fliche den Signalanteil und die gefirbte Fliche
den Untergrund der benachbarten Kandle angibt. Die Projektionen am rechten Rand stellen die
Signalverteilungen im Raum der Spline-Funktionen dar.Der relative Beitrag der Untermatrizen
(normiert auf den Beitrag der 3mw-Matrix) ist jeweils unten rechts in den Matrizen angegeben.
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der Streuung der gemessenen Daten in jedem Intervall entsprechen, einer Diagonalmatrix Vyc,
deren Elemente

2 2 2
Nk Bb kb Bl kl
Vmeui = <Nk> 3 (Bb> WA | N (6.33)
MC be{ MC MC

unkorrelierter 1= 7r7r0,7r27r0,7r37r0

Untergrund S g ~ (37,3770,37270)
0

T -

(37) 0 <1< n, o
.. w270 < )
1 wWie Oben, k; - (37’1’71'0)7 N 770 <1 — (] + N 7270 s

370 (37) (37) (37m0)

TOT -

(371-271-0)7 n‘rr‘rro + n w270 <1 S nTrTFO + n w2r0 + n w3r0
(37) (37n0) (3m) (3n=0) (3w270)

mit der Anzahl simulierter, unkorrelierter Untergrundereignisse Nfb eines Kanals b, die im Inter-
vall ¢ des Kanals k selektiert werden, und der Anzahl simulierter, korrelierter Untergrund- oder
Signalereignisse Nfl eines Kanals [, die im Intervall ¢ des Kanals k selektiert werden, die Streu-
ung der simulierten Ereignisse (gewichtet mit der Korrektur auf die Verzweigungsverhéltnisse
und der Normierung) beriicksichtigen sowie einer nicht diagonalen Matrix Vg, deren Elemente

o{b+A-f}, d{b+A-f},
Vi = ——s— W —t i =1,...,n,.,0 +N 9.0 +N 3.0 ,
o T,S—zl:mB oB" oG oB* (3"0) (372”'8) (377327:)0)
(6.34)

aus den Korrelationen und Fehlern Vppg der np Verzweigungsverhéltnisse B”, die [1] entnom-
men sind, hervorgehen. Der Fehler auf den unkorrelierten Untergrund aus Ereignissen, die nicht
der 7-Paar Simulation entnommen sind, wird wie in (6.33) behandelt, wobei sich die Normierung
hier aus den unterschiedlichen Luminositédten der simulierten Datensétze ergibt.

Wie im Fall einer unkorrelierten Entfaltung ergibt sich das regularisierte Resultat im a-
Raum nach der Anpassung der f an die Daten und anschlieBende Regularisierung (f) durch die
stiickweise Integration in (6.15), wobei hier die unregularisierten f; durch die regularisierten f]
zu ersetzen sind. Die Gewichtung mit dem vorhergesagten Verlauf fyic beriicksichtigt nun auch
simulierte Ereignisse, die nicht selektiert worden sind und der statistische Fehler dieses noch

nicht in V beriicksichtigten Anteils wird quadratisch zu dem bereits berechneten Fehler addiert.
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7. Resultate

In diesem Kapitel werden zunéchst die gemessenen Spektren der Massenquadrate und deren Ent-
faltung présentiert. Einige modellabhéngige Tests der p- und der aj-Resonanz in den entfalteten
Spektren werden vorgestellt, um die entfalteten Daten mit der Simulation zu vergleichen. Der
Schwerpunkt dieses Kapitels liegt auf der Bestimmung der Spektralfunktionen aus den entfalte-
ten Spektren und deren Anwendung in Form der Momente von R, mit denen dann schliellich
as(m?) und Parameter der nicht-perturbativen QCD gemessen werden, sowie in Form von QCD-
Summenregeln. Die Messung der starken Kopplungskonstanten ist in korrelierter Form sogar un-
terhalb der 7-Masse moglich und wird ebenfalls in diesem Kapitel vorgestellt.

7.1 Gemessene Spektren

Die gemessenen Spektren der Massenquadrate fiir die drei einspurigen und die drei dreispurigen
Kanaile sind in den Abbildungen 7.1 und 7.2 dargestellt. Die Daten sind dabei im Vergleich mit
der Vorhersage aus der Simulation und dem wieder in den Daten-Raum zuriickgefalteten Ergeb-
nis der Entfaltung zu sehen. Der erwartete unkorrelierte Untergrund (dunkle Fliche) sowie die
aus der korrelierten Entfaltung resultierenden Anteile der benachbarten Kanéle (helle Fliche)
sind ebenfalls eingezeichnet. Nachweiswahrscheinlichkeit und Untergrundanteile aus diesen bei-
den Quellen sind bereits in Tabelle 5.2 angegeben worden.

Die Spektren fiir die Kaniile 77" und 37 sind hier mit der héchsten Nachweiswahrscheinlich-
keit bei sehr niedrigem Untergrund und vergleichsweise kleinen statistischen Fehlern besonders
hervorzuheben, da Abweichungen von der Vorhersage hier besonders genau gemessen werden
konnen.

Tatséchlich ist im 37m-Spektrum im Bereich des Resonanzmaximums sowie an dessen rechter
Flanke eine signifikant andere Form in den Daten zu beobachten als die Simulation vorhersagt.
Geht man davon aus, daf das 727%-Spektrum und der 37-Kanal beide dominant durch die a;-
Resonanz beschrieben werden, ist im 727%-Kanal eine Abweichung in derselben Gréfienordnung
zu erwarten. Das Defizit in der Resonanzregion ist hier tatséchlich ebenfalls vorhanden, weicht
aber aufgrund der grofleren statistischen Fehler nicht so signifikant von der Vorhersage ab. Die
Erhohung der rechten Flanke kann man aus Abbildung 7.1 (c) allerdings nicht erkennen. In
der Diskussion der entfalteten Spektren (Abschnitt 7.1.1) zeigt sich aber, da§ das Defizit im
Resonanzmaximum auch im 727%-Fall zu einer leichten Uberhohung der rechten Flanke fiihrt.
Da aber die Auflésung fiir Zerfille mit geladenen anstelle neutraler Pionen besser ist, ergibt sich
im 3m-Kanal ein deutlicherer Effekt.

Im m7Y-Spektrum sind ebenfalls im Bereich des Resonanzmaximums und, wie die logarithmi-
sche Darstellung in Abbildung 7.1 (b) zeigt, der rechten Flanke der Resonanz von der erwarteten
Form abweichende Verteilungen zu beobachten, deren mogliche Ursachen im Abschnitt 7.1.1
erortert werden.

Im 377%-Spektrum erkennt man sowohl in den Daten als auch in der Simulation eine zwei-
teilige Struktur. Im Bereich des Maximums ist die Verteilung dominant durch den Phasenraum
fiir vier Pionen zu beschreiben, wihrend die linke Flanke durch die Zerfille 7 — v 7w — 3779,
in denen drei Pionen aus dem Zerfall der w-Resonanz stammen, gegeniiber einer reinen Phasen-
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Abbildung 7.1: Die gemessenen Spyeqs-Spektren fiir einspurige Zerfille. Bilder (a) und (b) zeigen
den 7r¥-Kanal, Bild (c) den Kanal 727" und Bild (d) den n37°-Kanal. Die Punkte reprdsen-
tieren OPAL-Daten (nur statistische Fehler). Die transparenten Verteilungen zeigen die ange-
pafSten Spektren nach der reqularisierten Entfaltung, zuriickgefaltet in den Detektor-Raum. Die
Untergrundbeitrige gleichzeitig entfalteter Kandle (korrelierter Untergrund) sind als hellgraue
Flichen wiedergegeben, wihrend Untergrund aus anderen Quellen (unkorrelierter Untergrund)
in dunkelgrau abgebildet ist. Die gestrichelten Linien entsprechen der Vorhersage der Simulation
im Detektorraum.
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Abbildung 7.2: Die gemessenen Speqs-Spektren fiir dreispurige Zerfille. Bild (a) zeigt den 37-
Kanal, Bild (b) den Kanal 377° und Bild (c) den 3w27°-Kanal. Die Punkte reprisentieren
OPAL-Daten (nur statistische Fehler). Die transparenten Verteilungen zeigen die angepaften
Spektren nach der reqularisierten Entfaltung, zuriickgefaltet in den Detektor-Raum. Die Unter-
grundbeitrage gleichzeitig entfalteter Kandle (korrelierter Untergrund) sind als hellgraue Fldchen
wiedergegeben, wihrend Untergrund aus anderen Quellen (unkorrelierter Untergrund) in dun-
kelgrau abgebildet ist. Die gestrichelten Linien entsprechen der Vorhersage der Simulation im
Detektorraum.
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raumverteilung iiberhoht ist. Besonders deutlich wird dies, wenn man sich die Verteilung der
Massen der beiden méglichen neutralen Kombinationen aus drei Pionen im 377°-Kanal ansieht.
Abbildung 7.3 zeigt diese Verteilung fiir die selektierten 3wn%-Zerfille. Das Spektrum setzt sich
aus den richtigen 3-Pion-Kombinationen (transparente Verteilung), den falschen 3-Pion-Kombi-
nationen aus wr-Zerfillen (hellgraue Verteilung), anderen 37r%-Zerfillen, die nicht iiber die w-
Resonanz verlaufen (mittelgraue Verteilung) und sonstigem Untergrund aus fehlidentifizierten
7-Zerféllen sowie Ereignissen anderen Ursprungs zusammen (dunkelgraue Verteilung). Dabei ist
die Vorhersage so korrigiert worden, dafl gem#fi den Verzweigungsverhiltnissen B(1 — v, 3770),
B(1 — vywr) und B(w — 277°) 40% [1] aller 7 — v, 377w0-Zerfille iiber die w-Resonanz ver-
laufen. In der hier benutzten Simulation ist lediglich in 29 % der 37m%-Zerfille die w-Resonanz
enthalten. Die Vorhersage der unkorrigierten Simulation ist in Abbildung 7.3 gestrichelt einge-
zeichnet. Der Vergleich des in den Detektor-Raum zuriickgefalteten Ergebnisses fiir den 3770-
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Abbildung 7.3: Masse des ungeladenen 3-Pion-Subsystems im 3nm’-Kanal. Die Punkte zeigen
OPAL-Daten, wobei beide moglichen neutralen Kombinationen aus drei Pionen fiir selektierte
3rm0-Zerfille in die Verteilung eingegangen sind. Die transparente Fliche entspricht dem simu-
lierten und korrigierten Anteil der richtigen Kombinationen aus wm-Zerfillen. Die gestrichelte
Linie zeigt die originale Verteilung ohne Korrektur. In hellgrau ist der Anteil falscher Kombina-
tionen aus wm-Zerfillen abgebildet. Der dibrige Untergrund ist aufgeteilt in 3nm°-Zerfille ohne
w (mittelgrau) und sonstigen Untergrund aus 7- und anderen Ereignissen (dunkelgrau).

Kanal (die transparente Verteilung in Abbildung 7.2(b)) mit der Vorhersage der Simulation (die
gestrichelte Verteilung im gleichen Bild) zeigt, daf§ die Entfaltung die Korrektur des wm-Anteils
im 377-Kanal ,,automatisch“ durchfiihrt, und nach der Entfaltung die Verteilung im Detektor-
Raum zu niedrigeren s-Werten verschoben ist. Dieser Test zeigt explizit, dafl die Entfaltung wei-
testgehend unabhéngig von der fiir die Simulation gewdhlten Form der Spektren eine Korrektur
der Detektoreffekte ermoglicht.

Die Spektren der Kanle 737° und 37270 sind, aufgrund ihrer hohen Untergrundanteile und
der kleinen Anzahl insgesamt in diesen Kanélen selektierter Ereignisse, mit grofien Unsicherhei-
ten behaftet und stimmen im Rahmen ihrer Fehler mit den vorhergesagten Spektren {iberein.
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7.1.1 Entfaltung der Daten

Die in Kapitel 6 beschriebene Methode, um aus den gemessenen Spektren die wahrscheinlich-
sten Verteilungen der Massenquadrate zu erhalten, wird nun simultan auf die drei einspurigen
(dreispurigen) Spektren angewandt.

Kanal k& | my, mo Nk Ymin  Ymax Lmin Lmax

) 30 } 70 0.07 3.00 0.10 2.40
16

w279 15 30 0.15 350 0.29 2.94

730 9 25 050 4.50 048 3.17

3m 20 40 0.15 3.50 0.29 294
30 15 } 16 30 040 4.50 0.61 3.17
3m2mY 7 15 090 4.20 0.99 3.17

Tabelle 7.1: Parameter fiir die Entfaltung der Spektren. Die obere Hilfte der Tabelle enthdilt die
Parameter fiir die drei einspurigen Kandle und in der unteren Hdlfte sind die Parameter fiir die
drev dreispurigen Kandle angegeben.

In Tabelle 7.1 sind die fiir die Entfaltung relevanten Parameter der selektierten Kanile zu-
sammengestellt. Die Anzahl der Spline-Funktionen my, fiir jedes Spektrum richtet sich nach der
Auflésung in y = spmeas und sollte etwa halb so grofl wie die Anzahl der betrachteten Intervalle in
y sein [63]. Aus Tests der Methode mit simulierten Datensétzen fiir ein zu entfaltendes Spektrum
und die Detektormatrix (sieche z.B. Abbildung 6.3) ist fiir jeden Signalkanal ein giinstiger Be-
reich fiir die Anzahl der Intervalle in y und die Anzahl der zu verwendenden Spline-Funktionen
bestimmt worden. Die Wahl dieser Parameter ist allerdings nicht kritisch, sondern es werden
iiber einen weiten Bereich konsistente Resultate erzielt.

Die Grenzen im y-Raum ergeben sich aus den gemessenen Spektren, so dafl Bereiche in denen
keine Daten gemessen werden ausgeschlossen werden, wiahrend die Grenzen im z-Raum aus den
kinematischen Grenzen fiir die einzelnen Kanéle folgen. Die Obergrenze sollte dann immer bei
m? liegen, muB bei den schmalen Resonanzen p — 77" und a; — 37 (727°) wegen der zu kleinen
Anzahl simulierter Zerfille an der Obergrenze auf niedrigere Werte eingeschrinkt werden.

Aus der Entfaltung selbst kann durch den Signifikanztest der angepafiten Koeffizienten die
Anzahl mg der effektiven Spline-Funktionen bestimmt werden. In Abbildung 7.4 sind fiir beide
Entfaltungen die Koeffizienten des nach Signifikanz und Kriimmung geordneten Vektors a’ dar-
gestellt. In beiden Féllen sind ab j ~ 16 alle Koeffizienten mit Null vertriglich, so daf fiir die
beiden Entfaltungen mg = 16 gewéihlt worden ist. Die Wahl dieses Grenzwertes ist allerdings
nicht zwingend. Auch Koeffizienten, die im signifikanten Bereich liegen, kénnen Werte nahe Null
annehmen, und umgekehrt kénnen, bei einer geniigenden Anzahl statistisch um Null verteilter
Werte, auch Abweichungen von einigen o auftreten. Die Unterschiede aus den Entfaltungen bei
mg = 16 £ 4 werden daher als systematische Unsicherheit der Entfaltung in den resultierenden
Spektren beriicksichtigt.

Die x2-Werte aus der Entfaltung, die entsprechend der Gleichung (6.31) mit dem regularisier-
ten Vektor f fiir f bestimmt worden sind, ergeben sich zu X%—Spur = 94.0 bei 109 Freiheitsgraden
fiir die einspurige Entfaltung bzw. X?’)—Spur = 71.4 bei 69 Freiheitsgraden fiir die dreispurige
Entfaltung. Die Wahrscheinlichkeiten, diese oder schlechtere Werte fiir x? zu messen, betragen
0.85 bzw. 0.40.

In Abbildung 7.5 ist das entfaltete Spektrum fiir den m7%-Kanal dargestellt. Die Punkte
entsprechen den entfalteten Daten und die eingezeichneten Fehler enthalten statistische wie sy-
stematische Unsicherheiten (siehe Abschnitt 7.1.2). Die der Simulation zugrunde liegende Vertei-
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Abbildung 7.4: Nach Signifikanz und Krimmung geordnete, unabhingige Koeffizienten der Ent-
faltung. Das linke Bild zeigt das Entfaltungsresultat fiir einspurige Zerfille; Das rechte Bild zeigt
den dreispurigen Fall. In beiden Entfaltungen sind die Koeffizienten ab mg = 16 nicht mehr si-
gnifikant von Null verschieden. Die vertikale Linie deutet diese Grenze an. Die horizontalen
Linien entsprechen dem +1o0 Bereich um Null, in dem die Mehrzahl der Koeffizienten rechts
der Grenze liegen.

lung der quadrierten 7% Masse gibt die gestrichelte Linie wieder. Abweichungen des entfalteten
Resultats von der Vorhersage in der Resonanzregion sind in der linearen Darstellung gut zu
erkennen (Bild (a)), wihrend in der logarithmischen Darstellung (Bild (b)) Abweichungen in
den Flanken der Resonanz deutlich werden. Das Modell, das in der Simulation mit TAUOLA 2.4
die m7%-Verteilung beschreibt, beruht auf einer phinomenologisch motivierten Breit-Wigner-
Verteilung [64], die folgende Form hat:

AN (1 B 5>2 (1 . 25> (1 - 4m3r>3/2 ‘BWP(S) + BBW,(s) + yBWy(s) [* 1)

ds m?2 m2 s 1+08+7~

T

Die beiden ersten Terme stammen aus der Form des Phasenraums fiir den 7-Zerfall in Hadronen.
Der Faktor (1 —4m?2/s)%/? beriicksichtigt den Phasenraum fiir den Zerfall eines Hadrons in zwei
Pionen und der letzte Term entspricht dem Quadrat der Amplitude fiir eine Mischung aus der
p-, der p’- und der p”-Resonanz mit den Mischungsverhéiltnissen 3 und ~ sowie den Amplituden

BW,(s) = r
)= m2 — s —impl,(s)

my [ pr(s)

3
FP(S) = FP% <pﬂ-(m%)> ) (72)

in die die Masse m,,, die Breite I', und die Impulse der Pionen p, im Ruhesystem des p-Me-
sons (bzw. die entsprechenden ein- oder zweigestrichenen Groflen fiir die p'- und p”’-Mesonen)
eingehen.

Die Anpassung einer Verteilung der Form (7.1) an die entfalteten Daten ist als graues Feh-
lerband in Abbildung 7.5 zu sehen. Als freie Parameter sind hier die Massen m, und m,/, die
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Abbildung 7.5: Entfaltetes Spektrum fiir den nn°-Kanal. Dargestellt ist das Entfaltungsresultat
(Punkte) im Vergleich mit der Verteilung, die der Simulation zugrunde liegt (gestrichelte Linie).
Eine Anpassung einer Breit-Wigner-Kurve, die die drei Resonanzen p, p’ und p” beriicksichtigt,
an das entfaltete Spektrum zeigt das graue Fehlerband. Die Fehler entsprechen statistischen und
systematischen Unsicherheiten. Die Bilder (a) und (b) zeigen die gleichen Spektren auf einer
linearen bzw. logarithmischen Skala.
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totalen Breiten I', und I'yy sowie die beiden Mischungsverhéltnisse § und 7 gewéhlt worden,
wihrend m,» = 1700MeV [1] und 'y = 235MeV [1] in der Anpassung auf ihre Zentralwer-
te fixiert wurden. Die Bestimmung der freien Parameter beriicksichtigt die starken Punkt-zu-
Punkt-Korrelationen in dem entfalteten Spektrum sowie die statistischen und systematischen
Unsicherheiten.

Parameter Anpassung PDG-Wert  Simulation
mp/MeV 773.7T+2.4 768.5 £ 0.6 773
I',/MeV 155.4 4+ 3.9 150.7 + 1.2 145
my /MeV 1329 + 14 1465 £ 25 1370
Iy /MeV 243 £+ 40 310 £ 60 510

myr /MeV (1700) 1700 + 20 —

Iy /MeV (235) 235 £+ 50 —

Ié] —0.111 4+ 0.019 — —0.145
v 0.033 £+ 0.022 — —
x%/d.o.f. 50.6/65 — —

Tabelle 7.2: Parameter aus der Anpassung einer Breit- Wigner- Verteilung an das wn°-Spektrum.
Die Resultate und ihre Fehler stehen in der zweiten Spalte. Die Weltmittelwerte [1] sind in der
dritten Spalte angegeben. In der Simulation sind die Werte, die in der letzten Spalte stehen,
benutzt worden.

Das Resultat sowie die aktuellen Weltmittelwerte der angepafiten Groflen und die in der Si-
mulation eingestellten Parameter sind in Tabelle 7.2 wiedergegeben. Das resultierende x? = 50.6
bei 65 Freiheitsgraden der Anpassung zeigt, daf§ hier die Verteilung gut durch den Breit-Wigner-
Ansatz beschrieben werden kann. Insbesondere 148t sich die Abweichung des gemessenen Spek-
trums von der Vorhersage im Bereich der rechten Flanke mit einer modifizierten Beimischung
= —0.111 £ 0.019 der p’-Resonanz, die mit ',y = (243 & 40) MeV deutlich schmaler als in der
Simulation, die fiir diesen Wert 510 MeV annimmt, ausfillt, erkliren. Die Beimischung der p”-
Amplitude tragt mit v = 0.033 4 0.022 kaum signifikant zu der beobachteten Verteilung bei, da
der Phasenraum fiir 7-Zerfiille in Hadronen bei der p”-Masse bereits sehr klein ist.

Die Masse des p-Mesons liegt mit m, = (773.7£2.4) MeV etwa zwei Standardabweichungen
tiber dem Weltmittelwert m, = (768.5 £0.6) MeV [1], dem Messungen der Masse des geladenen
wie auch des neutralen p-Mesons zugrunde liegen. Die Messung der Breite I', = (155.44-3.9) MeV
stimmt im Rahmen des Fehlers mit dem PDG-Wert I') = (150.7 & 1.2) MeV iiberein. Die Masse
des p-Mesons zeigt mit m, = (1329 + 14) MeV die deutlichste Abweichung (4.7 Standard-
abweichungen) vom Weltmittelwert m, = (1465 £ 25) MeV, wihrend die Breite mit I'y =
(243 £ 40) MeV in guter Ubereinstimmung mit dem PDG-Wert I'y = (310 + 60) MeV ist. Al-
lerdings sind die Parameter fiir das p’ in dieser Anpassung sehr stark von dem Modell, das
der p-Resonanz zugrunde liegt, abhéngig, da der dominante Anteil der Daten auch im Bereich
der p’-Beimischung durch die p-Resonanz erzeugt wird. Ein Vergleich mit den PDG-Werten ist
deshalb problematisch. Die Parameter sollen daher lediglich zeigen, dafl im Rahmen eines Breit-
Wigner-Modells das entfaltete Spektrum beschrieben werden kann. Im weiteren wird aber nur
das Spektrum selbst und nicht diese Anpassung an das Spektrum verwendet.

Die entfalteten Spektren fiir den 37- sowie den 727°-Kanal sind in Abbildung 7.6 dargestellt.
Die bereits in der Diskussion der speas-Spektren in Abschnitt 7.1 erwihnten Abweichungen von
den simulierten Spektren sind hier besonders gut zu erkennen.

Die simulierten Spektren fiir die beiden Kanéle mit drei Pionen sind, von dem kleinen Mas-
senunterschied zwischen neutralen und geladenen Pionen abgesehen, identisch. Ihnen liegt, &hn-
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lich wie im Fall des 7n%-Spektrums, eine einfache Breit-Wigner-Verteilung, die die Zerfallskette
at — pF0n0E 5 gEgE07F0 heschreibt, zugrunde [64]:

dN37T,7r27r0 S 2 S g(S)
T (1 - m?) (1 + 2mg> |BW,, (s)|? —, (7.3)
mit
BW,,(s) = e, Iy (s) = T, 28 (7.4)
M m2 = s —img, Tay (s)’ MY " g(m2)) '
ds; d
g(s) = —/ 818 2 (V2 |BWal® + Vi [BWi[* + ViVa (BW\ BWS + BW{ BW))
1 2
V12’2 = 4m$r — 821 — o (5 — 2812 — 821 + 3m72r>
_ 1 2 1 2 2

Wy = 1 <8m7r +3s — 51 — 52) P (—231 — So + 3m,r) (—51 — 289 + 3m,,>

Die Funktion BW; 9 = (BW,(s1,2) + BBW(s1,2))/(1 + ) sind die Breit-Wigner-Amplituden
(7.2) der moglichen Zwischenresonanzen aus p- und p’-Mesonen, die von den Massenquadraten
s1,2 der beiden ladungsneutralen Kombinationen zweier Pionen im Endzustand 3w, bzw. den
beiden geladenen Kombinationen im 727%-Endzustand, abhiingen. Die Faktoren Vj o beriick-
sichtigen den Phasenraum fiir den Zweikorper-Zerfall des aj-Mesons und den anschlieffenden
Zweikorper-Zerfall des p-Mesons.

Allerdings gelingt hier, anders als im 77°-Fall, keine Anpassung dieses Modells an die Daten.
Die den Spektren iiberlagerten grauen Fehlerbdnder zeigen die Resultate dieser Anpassungsver-
suche. Variiert wurden hier die Masse des a;-Mesons, seine Breite und das Mischungsverhéltnis
der p- und p’-Amplituden, wobei Massen und Breiten dieser Zwischenresonanzen auf die Welt-
mittelwerte aus [1] fixiert wurden.

Parameter | 3m-Anpassung 727Y-Anpassung PDG-Wert Simulation
Ma, /MeV 12339+ 6.3 1213 £ 12 1230 4+ 40 1250
Iy, /MeV 510 + 22 396 + 28 ~ 400 600

1] 0.20 £ 0.10 0.13£0.13 — 0
2/dolt. 128.5/79 65.3/79 — —

Tabelle 7.3: Parameter aus der Anpassung der Breit-Wigner-Verteilungen an das 3m- und das
7 2r0-Spektrum. Die Sm-Resultate stehen in der zweiten Spalte und die 721°-Resultate in der
dritten Spalte. Die Weltmittelwerte [1] sind in der vierten Spalte angegeben. In der Simulation
sind die Werte, die in der letzten Spalte stehen, benutzt worden.

Die y2-Werte fiir die beiden Anpassungen sind x2, = 128.5 fiir den 37-Kanal und Xfr%o =
65.3 fiir den 727°-Kanal bei je 79 Freiheitsgraden. Aus der sehr niedrigen x2-Wahrscheinlichkeit
von nur 0.04% im 3w-Kanal, kann man schlielen, dafl dieses Modell zu einfach ist, um die
Resonanzstruktur zu erkldren. Die moglichen Erweiterungen des Modells durch skalare Beitréige
(m(1300)) oder die Verbreiterung der Resonanz durch den Zerfallskanal a; — KK*(892) sind
hier allerdings nicht untersucht worden. Eine detailierte Analyse des hadronischen Stroms im
T — v;3n-Zerfall findet man in [65,66], wo dhnliche Abweichungen des s-Spektrums von der
Breit-Wigner-Vorhersage gefunden wurden.

Die Anpassung im 727%-Kanal ist formal betrachtet bei einer y2-Wahrscheinlichkeit von 90 %
erfolgreich verlaufen. Die groflen Punkt-zu-Punkt-Korrelationen im entfalteten Spektrum fithren
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Abbildung 7.6: Entfaltete Spektren fiir den 3n- und den w2r°-Kanal. Dargestellt sind die Ent-
faltungsresultate (Punkte) im Vergleich mit den Verteilungen, die der Simulation zugrunde
liegen (gestrichelte Linien). Anpassungen je einer Breit-Wigner-Kurve, die die Zerfallskette
af — pP0p0Et  phpt 070 beschreibt, an die entfalteten Spektren zeigen die grauen Feh-
lerbinder. Die Fehler entsprechen statistischen und systematischen Unsicherheiten. Bild (a) zeigt

den 3m-Kanal, und Bild (b) zeigt den m2r°-Kanal.
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aber dazu, dafl die angepafite Kurve auch hier die Verteilung nur unvollkommen beschreibt.
Zu den Schwierigkeiten eines Vergleichs des 37-Kanals mit dem 727%-Kanal sei hier auf [67]
verwiesen. Der Vollstédndigkeit halber sind in Tabelle 7.3 die Resultate beider Anpassungen

aufgefiihrt, werden fiir die Extraktion der QCD-Parameter aber nicht benutzt.

Die entfalteten Spektren der Kanile 3770, 737% und 3727 sind in Abbildung 7.7 dargestellt.
Die leichte Abweichung des 377%-Spektrums von der Vorhersage, ist mit der Anreicherung der w-
Zwischenresonanz, die bereits in Abschnitt 7.1 diskutiert wurde, zu erkliaren. Die beiden anderen
Spektren sind gegeniiber den generierten Verteilungen etwas zu hoheren s-Werten verschoben.

Alle drei stimmen aber im Rahmen ihrer Fehler mit den Vorhersagen {iberein.
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Abbildung 7.7: Entfaltete Spektren fiir die Kandle 317° (a), m31° (b) und 3727° (c). Dargestellt
sind die Entfaltungsresultate (Punkte) im Vergleich mit den Verteilungen, die der Simulation

zugrunde liegen (gestrichelte Linien).
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7.1.2 Systematische Fehler

Mogliche Ursachen fiir systematische Effekte in den rekonstruierten Massenquadraten speas der
Hadronen stellen die Unsicherheit der Energiekalibration des elektromagnetischen Kalorimeters
bei der Rekonstruktion neutraler Pionen sowie die Unsicherheit in der Impulsauflésung der Spur-
Kammern bei der Rekonstruktion der Impulse geladener Pionen dar. Ferner kann, wie bereits
in Kapitel 6 angesprochen, die Wahl eines zu kleinen oder zu groflen Dampfungsparameters p
die entfalteten Verteilungen systematisch verzerren. Der letztangesprochene Effekt ist mit der
Variation der effektiven Anzahl der Spline-Funktionen mg = 16 +4 (Abschnitt 7.1.1), die in ein-
und dreispurigen Zerfillen nach der Entfaltung iibrig bleiben, bereits beriicksichtigt worden.

Die Energiekalibration kann mit der Messung der invarianten Masse von Photonenpaaren, die
aus mO-Zerfillen stammen, getestet werden. Nimmt man an, daf die Energie E = (1+Ap)FE jedes
Photons um einen Bruchteil Ag systematisch anders rekonstruiert wird als in der Simulation
vorhergesagt, wird auch die rekonstruierte Masse

Moyyyy = \/E~'1E2\/2(1 +cosf) = (1 4+ Ag)my, ., (7.5)

wobei cos 6 der Winkel zwischen den Flugrichtungen der beiden Photonen ist, um den gleichen
Bruchteil Ag systematisch falsch berechnet. Aus der Massenverteilung in Abbildung 5.9 findet
man einen mittleren Massenunterschied von m — m = (0.5+0.9) MeV bei einer mittleren rekon-
struierten Masse von m = (135.0 £+ 0.4) MeV, wenn man das Intervall 0 MeV < m < 250 MeV
betrachtet. Damit erhélt man fiir den Skalierungsfaktor der Energie

m —

m

1+ Ap=1+""""_ 1004 +0.007. (7.6)

Ein signifikanter systematischer Effekt wird also nicht beobachtet. Da dieser Test allerdings
eine begrenzte Genauigkeit besitzt, wird eine mogliche Unsicherheit in der Energiekalibration
durch die Variation der Energien der rekonstruierten Photonen in allen simulierten Datensétzen
um +0.7 % beriicksichtigt. Die Ursache einer systematischen Massenabweichung kann natiirlich
auch eine mogliche Fehlrekonstruktion der Winkel der Photonen sein. Da aber umgekehrt von
der Massenabweichung eine Skalierung der Energien abgeleitet wird, ist ein moglicher Effekt
dieser Art in der Fehlerbetrachtung enthalten.

Die Impulsauflosung der Spur-Kammern ist mit u-Paaren untersucht worden, da in dieser
Ereignisklasse die Impulse der beiden Myonen p, = Epeam bekannt sind. Vergleicht man die
Verteilung in p,,/EBecam fiir selektierte Daten mit der Simulation (Abbildung 7.8 (a)), erkennt
man, dafl die Auflésung in den Daten etwas besser ist als die Simulation vorhersagt. Fiir 20
Intervalle in |cos 6| zwischen 0 und 1, wobei 6 der Polarwinkel der Ereignisachse ist, sind Mit-
telwert und Streuung der Verteilungen aus der Simulation den entsprechenden Werten aus den
Daten angepafit worden. Korrigiert man die Impulse in der Simulation entsprechend, ergibt sich
die Verteilung in Abbildung 7.8 (b), die besser mit den Daten iibereinstimmyt.

Um die Unsicherheit durch die Impulsauflésung in hadronischen 7-Zerféllen zu bestimmen,
sind die rekonstruierten Impulse aller simulierten Datenséitze geméifl dieser Anpassung variiert
worden, und der Unterschied der Ergebnisse mit und ohne die Korrektur wird als systematischer
Fehler durch die Impulsauflésung in den Resultaten beriicksichtigt.

Unsicherheiten statistischer Natur, die durch die limitierte Anzahl simulierter Ereignisse,
die Fehler der Verzweigungsverhiltnisse und die Unsicherheit in der Bestimmung der Nach-
weiswahrscheinlichkeiten gegeben sind, werden in der Entfaltungsprozedur teilweise bereits in
Gleichung (6.31) oder in der anschlieBenden Berechnung der Spektren und der Momente von R,
beriicksichtigt.
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Abbildung 7.8: Test der Impulsauf losung mit p-Paaren. Bild (a) zeigt die Verteilung der auf die
Strahlenergie Epeqm normierten Impulse der Myonen aus selektierten p-Paar-Ereignissen. Die
Daten sind als Punkte im Vergleich mit der Verteilung aus der Simulation (durchgezogene Linie)
dargestellt. Bild (b) zeigt dieselben Daten und die Verteilung aus der korrigierten Simulation.

7.2 Spektralfunktionen

Die entfalteten Spektren, die in Abschnitt 7.1.1 gezeigt wurden, werden geméfl der Verzweigungs-
verhéltnisse in Tabelle 7.4 normiert und entsprechend ihrer Gewichte wy,s zu einem Vektor-
und einem Axialvektor-Spektrum aufsummiert. Prinzipiell sind alle Endzusténde, in denen eine
gerade Anzahl Pionen auftritt, dem Vektorstrom zuzurechnen, wihrend Endzustéinde mit einer
ungeraden Anzahl Pionen dem Axialvektorstrom zugeordnet werden. Die Einteilung in diese bei-
den Klassen ergibt sich aus den Quantenzahlen fiir den Spin J und die Paritét P des Pionsystems.
Aus den priméren Quarks im semihadronischen 7-Zerfall, die aufgrund der V — A-Struktur der
schwachen Wechselwirkung durch einen der beiden Stréome entstanden sind, bildet sich zunéchst
ein Hadron, das dann in Pionen zerfillt. Da die starke Wechselwirkung sowohl den Spin als
auch die Paritdt erhalt, sind die Quantenzahlen des Quarksystems mit den Quantenzahlen des
Pionsystems identisch. Pionen selbst sind pseudoskalare Teilchen und haben die Quantenzahlen
J =0und P = —1. Setzt sich der Drehimpuls eines N-Pion-Systems zu L = 1 zusammen, erhélt
man fiir die Gesamtparitit P = (—1)N*+E = jr} % iir;i‘; 4o und der Gesamtspin entspricht dem
Drehimpuls J = L. Das Feld eines Mesons mit Drehimpuls J = 1 und negativer Paritdt P = —1
(positiver Paritit P = +1) hat die Transformationseigenschaften eines Vektors (Axialvektors),
und deshalb heilen diese Teilchen Vektormesonen (Axialvektormesonen). Der Zerfall 7 — vym
gehort genaugenommen also nicht zum Axialvektorstrom und taucht in der Spektralfunktion
ImH&l) nicht auf. In R, A geht dieser Zerfall allerdings ein, da sowohl J = 0- als auch J = 1-
Zusténde zur totalen hadronischen Zerfallsbreite beitragen. Deshalb wird wa = 1 fiir diesen
Zerfall in Tabelle 7.4 angegeben.

Die Gewichte der ersten elf hadronischen Endzusténde in Tabelle 7.4 sind nach diesem ein-
fachen Schema gebildet. Der niichste Endzustand (KK') ist dem Vektorstrom zuzuordnen, da
K-Mesonen wie Pionen pseudoskalare Teilchen sind.

Fiir Endzustinde mit zwei Kaonen und einem Pion kénnte man naiv annehmen, dafl sie
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T — X B[%)] wy WA Anmerkung
eVe 17.83 £0.08 — —~
Ly, 17.35 £ 0.10 - -
70 25.24 4+ 0.16 1.0 0.0
30 4.26 £+ 0.09 1.0 0.0 inklusive wr und w7
w30 1.14+0.14 1.0 0.0
T 11.31 +0.15 0.0 1.0
3 9.26 £ 0.12 0.0 1.0 3h — 2K7m — K27 inklusive wm
w20 9.27+0.14 0.0 1.0
3m2m 0.50 £ 0.05 0.0 1.0 inklusive wr7® und nrr?
57 0.075 £ 0.007 0.0 1.0 MC
w0 0.12 4+ 0.06 0.0 1.0 MC
37370 0.11 4+ 0.06 1.0 0.0 MC
570 0.022 £ 0.005 1.0 0.0 MC
KKO 0.16 £+ 0.03 1.0 0.0 MC
2K 0.104+£0.03 [0.5+05|05+0.5 MC
2KO07 0.10+£0.02 |[05+0.5|0.54+0.5 MC
KKO70 0.14+0.03 | 05+0.5|05+0.5 MC
wT 0.21 4+ 0.01 1.0 —0.2 MC ohne 377
wrm? 0.046 +0.007 | —0.25 1.0 ohne 37270
nmmd 0.17 £0.03 1.0 —0.24 MC
Xstrange 2.67+0.14 — —~

Tabelle 7.4: Verzweigungsverhdltnisse fiir die hadronischen und leptonischen Zerfallsmodi des T-
Leptons. Die Werte entsprechen den Resultaten einer globalen Anpassung an viele Finzelmes-
sungen, die die Particle Data Group [1] durchgefiihrt hat. Die Gewichte der Kandle fir den
Vektor- (Azialvektor)-Kanal sind ebenfalls angegeben. Spektren der Kandle mit der Anmerkung
SMC wurden der Simulation entnommen. Negative Gewichte dienen der Korrektur inklusive
gemessener Beitrdge in Spektren, die zu dem jeweils anderen Strom gehdren.

wie die Endzustdnde mit drei Pionen zum Axialvektorstrom gehoren. Tatséchlich kénnen diese
Endzusténde sowohl zum Axialvektorstrom als auch zum Vektorstrom beitragen, da hier anders
als z.B. im 37-Kanal die sogenannten ,, Wess-Zumino-Anomalien“ [68], die zur Kopplung eines
Vektorzustands an einen pseudoskalaren Zustand fiithren, nicht unterdriickt sind. Die Aufteilung
auf die beiden Strome ist aber unbekannt und wird mit den zu —100 % korrelierten Gewichten
wy =1 —wp = 0.5+ 0.5 in dieser Analyse beriicksichtigt.

Bei der Klassifizierung der iibrigen Zerfélle, die w- und n-Mesonen enthalten, ist eine weitere
in der QCD erhaltene Quantenzahl hilfreich, die sogenannte ,,G-Paritit“. Diese Quantenzahl ist
definiert als der Eigenwert einer Kombination aus Ladungskonjugation C' und einer Drehung R
im Isospinraum, die das Vorzeichen der dritten Isospinkomponente éndert. Die G-Paritdt kann
fiir Mesonen, die aus u- und d-Quarks bestehen und in einem Isospin-Multiplet zusammenge-
fafit sind, mit dem Eigenwert der Ladungskonjugation des neutralen Multiplet-Partners C und
dem Isospin I, als G = (—1)!C geschrieben werden. Wie die Paritiit ist auch die G-Paritit
eine multiplikative Quantenzahl. Im Standard-Modell kann nun der Vektorstrom nur an einen
hadronischen Zustand mit positiver G-Paritit koppeln und der Axialvektorstrom nur an solche
mit negativer G-Paritdt. Strome in denen eine Abweichung von dieser Regel erlaubt ist, nennt
man ,second class currents® [69], sind aber bislang nicht beobachtet worden.

Im Endzustand wn koppeln die beiden Mesonen mit negativer G- und P-Paritit zu einem G-
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positiven Zustand. Nimmt man keinen zusétzlichen Drehimpuls zwischen den beiden Mesonen
an, ist auch die Paritdt P = +1. Damit hétte man einen Axialvektorzustand (der Spin des w-
Mesons ist J = 1), der wegen der falschen G-Paritit nicht an den Axialvektorstrom koppeln
kann. Gibt es einen Drehimpuls L = 1 zwischen den Mesonen, wird die Paritéit negativ, und
es resultiert ein Vektorzustand mit positiver G-Paritét, der an den Vektorstrom koppelt. Daher
tragt das wm-System mit wy = 1 zum Vektorspektrum bei. Mit dhnlichen Argumenten findet
man, dal der Endzustand wrr® zum Axialvektorstrom (wa = 1) und n77® zum Vektorstrom
(wy = 1) gehort.

Sowohl das w- als auch das n-Meson kénnen elektromagnetisch zerfallen und die Isospinsym-
metrie verletzen. Zerfallt das w-Meson z.B. in zwei statt in drei Pionen, wird im wm-Kanal der
Endzustand 37 erreicht. Der 3m-Endzustand wird aber dem Axialvektorstrom zugeordnet, der
damit félschlich einen Anteil des Vektorzustandes wmenthélt, der korrigiert werden muf. Die
negativen Gewichte in Tabelle 7.4 beriicksichtigen diese falsch zugeordneten Beitriige.

Fiir die wrn®-Korrektur wird das entfaltete 3m27%-Spektrum benutzt, da ~ 71 % der Zerfiille
mit diesem Endzustand aus dem wnn®-Kanal stammen !. Die anderen Korrekturen sowie die
Beimischung der Kanéle, die nicht aus den Daten rekonstruiert wurden, geschieht mit gene-
rierten Datensédtzen und ist in der Tabelle durch die Anmerkung ,MC* gekennzeichnet. Die
Fehler, die diesen Spektren zugeordnet werden, betragen +100 %, um mogliche fehlerhafte An-
nahmen {iber die s-Verteilungen in diesen Kanélen zu beriicksichtigen. Allerdings sind die Ver-
zweigungsverhéltnisse dieser Kanile sehr klein, und der Anteil der Korrekturen bezogen auf die
Verzweigungsverhiltnisse der mebaren Kaniile liegt unterhalb von 2 %.

Die Spektralfunktionen fiir den Vektor- und Axialvektorstrom ergeben sich nun durch Um-
kehrung der Gleichung (2.27), unter Beriicksichtigung der elektroschwachen Korrektur Sgw in
Gleichung (2.80) zu:

v/a(s) = 27 ImH\(,l/)A(s)

- B(1 — hy/avs) wy a ANy a
B(t — everr) Nyja  ds ’

(7.7)

hyv/a

wobei die Summe iiber die hadronischen Endzusténde hy,s mit Drehimpuls J = 1 lduft. Die
Anzahl der Taus, die in ein Hadron hy /5 und ein Neutrino zerfallen, ist Ny 4 und die entspre-
chenden entfalteten Spektren dNvy/a/ds sind in den Abbildungen 7.5 bis 7.7 dargestellt. Die
Gewichte wy 5 jedes Kanals fiir den Vektor- und den Axialvektorstrom sowie die Verzweigungs-
verhiltnisse B(7 — hy/av;) sind in Tabelle 7.4 angegeben. Die Normierung ist hier so gewéhlt,
daf im naiven Partonmodell fiir die Spektralfunktionen vpaiv(s) = anaiv(s) = 1/2 gilt.

Die Abbildung 7.9 zeigt die Spektralfunktion fiir den Vektorstrom, und in Abbildung 7.10 ist
die Spektralfunktion fiir den Axialvektorstrom dargestellt. Beide Funktionen sind im Vergleich
mit der naiven Erwartung und der masselosen, perturbativen QCD-Vorhersage

1 1_;,_045(8)4_[(20‘2(8)_’_([(3_53 2) O‘?(S)

1
ImITy)y(s) = 4

T
T w2 48 3

ad(s)

2
+ <K4 - (K88 + 5y0001 ) 7{6> %)

! Diesen Wert erhilt man, wenn man die Verzweigungsverhéltnisse B(1 — v-3727°) und B(r — vrwnn® —
v, 27m® ww®) [1] vergleicht.

+ 0(a?), (7.8)
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Abbildung 7.9: Die Spektralfunktion des Vektorstroms. Die Punkte zeigen die Summe aller bei-
tragenden Kandle. Finige exklusive Anteile sind durch schattierte Flichen gekennzeichnet. Die
Erwartung im naiven Partonmodell entspricht der gestrichelten Linie, und die durchgezogene
Linie zeigt die Vorhersage der masselosen, perturbativen QCD fiir as(mf) = 0.122. Die Feh-
lerbalken enthalten statistische und systematische Unsicherheiten.
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Abbildung 7.10: Die Spektralfunktion des Axialvektorstroms. Die Punkte zeigen die Summe aller
beitragenden Kandle. Finige exklusive Anteile sind durch schattierte Flichen gekennzeichnet.
Die Erwartung im naiven Partonmodell entspricht der gestrichelten Linie, und die durchgezo-
gene Linie zeigt die Vorhersage der masselosen, perturbativen QCD fiir as(mg) = 0.122. Die
Fehlerbalken enthalten statistische und systematische Unsicherheiten.
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die aus der Integration von D(s) aus Gleichung (2.48) folgt und fiir as(m%) = 0.122 und Ky = 25
berechnet wurde, abgebildet. Unterhalb von s = 1 GeV? hingt die perturbative QCD-Vorhersage
stark von der Wahl des Wertes fiir K4 ab und ist deshalb nur fiir groflere s-Werte dargestellt.

Bei der Berechnung der Spektralfunktionen wird im wesentlichen der Phasenraum-Term
(1 —s/m2)?%, der die gemessenen und damit auch die entfalteten Spektren in der Niihe des kine-
matischen Endpunktes s = m2 unterdriickt, kompensiert. Dies fiihrt zu groen Gewichtsfaktoren
fiir die Spektren in s-Regionen, die wenige Ereignisse enthalten. Die grofien Fehler der Spektral-
funktionen fiir s > 2 GeV? spiegeln die geringe Anzahl gemessener Ereignisse in diesem Bereich
wieder.
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5 3
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I
3, 2 60 %
>
]
e 40 %
o 1
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0 0%
S 3
8 0,
g -20 %
% 2 -40 %
e
(7]
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S (Ge\/z) [vector] s (Gevz) [axial-vector]

Abbildung 7.11: Die Korrelationsmatriz der Spektralfunktionen. Die Graustufen von Weiff
= —100% bis Schwarz = +100% geben die Korrelationskoeffizienten zwischen den gemesse-
nen Werten fir die Spektralfunktionen v(s) und a(s) an. Die vier Untermatrizen geben die
Korrelationen von v(s) zu v(s') (links unten), v(s) zu a(s") (rechts unten), a(s) zu a(s') (rechts
oben) und a(s) zu v(s') (links oben) an. Aquidistante Konturlinien in Abstinden von 20 % sind
ebenfalls eingezeichnet.

Wie in den entfalteten Spektren sind die Datenpunkte in den Spektralfunktionen starken
Punkt-zu-Punkt-Korrelationen unterworfen, die in der Gréfenordnung +80 % (—50 %) fiir Inter-
vallabstéinde von 0.1 GeV? (= 1 GeV?) liegen. Aus der gemeinsamen Entfaltung der einspurigen
(dreispurigen) Spektren, die sowohl zum Vektorstrom als auch zum Axialvektorstrom beitragen,
resultieren auch Korrelationen zwischen dem Vektorspektrum und dem Axialvektorspektrum,
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die von —60 % bis +60 % variieren. In Abbildung 7.11 ist die Korrelationsmatrix in Graustufen
von WeiB fiir —100 %-ge Korrelation bis Schwarz fiir +100 %-ige Korrelation dargestellt.

w
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+ OPAL ]
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v(s)+ a(s)
v(s)—a(s)
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Abbildung 7.12: Die Summe v(s)+a(s) (links) und die Differenz v(s)—a(s) (rechts) der Vektor-
und Axialvektor-Spektralfunktion. Die gestrichelte Linie zeigt die Erwartung im naiven Par-
tonmodell, und die durchgezogene Linie gibt den Verlauf der masselosen, perturbativen QQCD-
Vorhersage wieder. Beide Erwartungen sind identisch Null fir die Differenzfunktion v(s) —a(s).

Weder die naive Erwartung noch der ausschliefSlich perturbative QCD-Ansatz, der etwa 10 %
grofere Funktionswerte als der Partonmodell-Ansatz liefert, sind in der Lage, die stark resonan-
te Form der Spektralfunktionen zu erkliren. Wie in Kapitel 2 ausgefiihrt, ist das auch nicht
zu erwarten, sondern erst die Beriicksichtigung nicht-perturbativer Terme und die Integration
iitber das Spektrum im Sinne der Momente von R, ermdglicht einen Vergleich mit QCD-Rech-
nungen. Allerdings erwartet man bei hohen Energieskalen eine asymptotische Annéherung der
Spektralfunktionen an die perturbative QCD-Vorhersage. Tatséichlich werden die Resonanzen
mit zunehmender Masse breiter, und gleichzeitig steigt die Anzahl der beitragenden Resonanzen
in den Regionen hoherer Massen an. Addiert man die Vektor- und Axialvektor-Spektralfunktion,
verdoppelt sich in etwa die Anzahl der Resonanzen und der Bereich asymptotischer Annéherung
sollte schon bei kleineren Massen erreicht werden. In Abbildung 7.12 (links) ist die Summe
der beiden Spektralfunktion dargestellt. Die perturbative QCD-Vorhersage liegt jetzt in einem
weiten Bereich (s > 1.6 GeV?) innerhalb der experimentellen Fehler.

Umgekehrt ist in Abbildung 7.12 (rechts), die die Differenz der beiden Spektralfunktionen
zeigt, der rein nicht-perturbative Anteil in den Spektren dargestellt, da die Vorhersage der
perturbativen QCD fiir die Differenzfunktion verschwindet. Der asymptotische Bereich, in dem
die Differenzfunktion nicht mehr um Null oszilliert, ist bei m?2 eindeutig noch nicht erreicht. Die
Notwendigkeit nicht-perturbativer Korrekturen bei der Bestimmung von «ag aus 7-Zerfillen wird
so gut sichtbar.
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7.3 Momente von R

Die Momente von R, ergeben sich aus Gleichung (2.54), indem dR,v/4(s)/ds aus der Summe
der normierten, entfalteten Spektren und den schon bei den Spektralfunktionen angesprochenen
Korrekturen mit generierten Verteilungen fiir die nicht-gemessenen Kanéle mit den Gewichten
wy,a aus Tabelle 7.4 gebildet wird.

S0
M (SO)Z/dS(l—S)k<S>lZ
e 0 s/ \mz /A

hy

B(1 — hyavr) wy s ANy a
ds ’

B(1 — evevr) Nyja (7.9)

wobei die Notation der aus Gleichung (7.7) entspricht, die Summe iiber die hadronischen End-
zustidnde hy /A aber iiber die Drehimpulse J = 0 und J = 1 lauft.

Moment kI | Ry Gesamtfehler | R Gesamtfehler
00 1.764  £0.016 1.720  +0.017
10 1.264  £0.012 1.240  £0.013
11 0.2980 40.0034 0.2510 40.0032
12 0.0942 £0.0019 0.1090 40.0019
13 0.0403 40.0016 0.0518 40.0013

Tabelle 7.5: Die gemessenen Momente RI‘“/Z/A(mTQ), fur kl =00,10,11,12, 13. Die angegebenen
Fehler enthalten statistische und systematische Unsicherheiten.

Systematische Fehler
kl | Daten-Stat. Verzw.-Verh. | Simul.-Stat. FE-Kalib. p-Kalib. Entfaltung
00 - £0.016 - - - -
10 | £0.005 £0.010 +0.004 £0.004 4+0.001  +0.001
V 11 | £0.0012 £0.0031 £0.0008 £0.0005 £0.0002 £0.0000
12 | £0.0006 +0.0016 £0.0004 £0.0007  £0.0000 +£0.0001
13 | £0.0008 +0.0011 £0.0005 £0.0005 £0.0001 +£0.0001
00 - £0.017 - - - -
10 | £0.004 +0.012 +0.002 £0.002 £0.002  +£0.003
A 11 | +0.0010 £0.0029 £0.0007 £0.0003  £0.0002 £0.0004
12 | £0.0008 +0.0015 £0.0005 £0.0006  £+0.0001 £0.0005
13 | £0.0007 £0.0008 £0.0004 £0.0004  £0.0002 =£0.0003

Tabelle 7.6: Statistische und systematisch Unsicherheiten der gemessenen Momente. Der obere
(untere) Teil der Tabelle enthilt die Ergebnisse fir den Vektorstrom (Awialvektorstrom). Die
Spalten enthalten den statistischen Fehler der Daten und die Unsicherheiten durch die Verzwei-
gungsverhdgltnisse, die begrenzte Anzahl simulierter Daten, die Energiekalibration, die Impulska-
libration sowie durch die Entfaltung.

Die zehn Momente fiir den Vektor- (V) und Axialvektorstrom (A) sind fiir die Potenzen
kl = 00,10,11,12,13 und unter Ausnutzung des gesamten kinematischen Bereiches (sgp = m2)
in Tabelle 7.5 angegeben. Dabei ergeben sich die Momente zu den Indizes kI = 00 allein aus
den Verzweigungsverhéltnissen (siehe Tabelle 7.4) und stellen keine OPAL-Messung dar. Die
Beitrége zu den Fehlern der Momente sind in Tabelle 7.6 aufgeschliisselt und die Korrelationen
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vV |00 10 11 12 A\V 00 10 11 12 13 A |00 10 11 12
10 | 72 00 2 9 0 -8 =8 10 | 85

11|87 72 10 9 4 0 4 8 11|79 56

12|71 14 72 11 -5 -2 -7 -7 -4 12164 22 85
13153 —-18 37 90 12 -8 3 0 -12 17 13151 2 63 94

13 | —-10 8 3 —-16 26

) in Prozent. Die lin-

Tabelle 7.7: Korrelationen zwischen den gemessenen Momenten R"“}/A(mf

ke (rechte) Tabelle gibt die Korrelationen zwischen den Momenten des Vektorstroms (Azial-
vektorstroms) an. Die Tabelle in der Mitte enthdlt die Korrelationen zwischen den Momenten
verschiedener Strome.

zwischen den Momenten kann man Tabelle 7.7 entnehmen. Je stidrker die Modifizierung der
Spektren durch die Gewichtungspolynome zu den Indizes kl ist, um so stéarker héingen die Fehler
der entsprechenden Momente von den statistischen Fehlern der Daten ab. Der dominante Beitrag
zum Fehler stammt aber bei allen Momenten aus der Unsicherheit der Verzweigungsverhéltnis-
se. Die systematischen Fehler sind dagegen quadratisch klein gegen den statistischen Fehler, der
sich aus den statistischen Fehlern der Daten und den Unsicherheiten der Verzweigungsverh&lt-
nisse ergibt. Die Korrelationen zwischen , benachbarten“ Momenten eines Stroms, die sich nur
um FEins in einem der beiden Indizes kl unterscheiden, sind positiv und liegen zwischen 56 %
und 94 %. Das Moment mit kIl = 00 ist fiir beide Stréme zwischen 51 % und 87 % zu den an-
deren Momenten desselben Stroms korreliert, da hier die Korrelationen ausschliellich durch die
Verzweigungsverhiiltnisse bestimmt werden. Die iibrigen Korrelationen liegen zwischen —26 %
und maximal 63 %, wobei Momente aus verschiedenen Stromen nahezu unabhéngig voneinander
sind.

7.4 Messung der starken Kopplungskonstanten a(m?)

Da die (masselosen) perturbativen Entwicklungen fiir Vektor- und Axialvektorstrom identisch
sind, wiahrend sich die Massenkorrekturen und die nicht-perturbativen Anteile unterscheiden,
werden zwei verschiedene Anpassungen fiir die Extraktion der starken Kopplungskonstanten ag
einerseits und den nicht-perturbativen QCD-Parametern andererseits durchgefiihrt. Die Summen
Rffv(mz) + Rf’lA(mg) der Momente fiir die beiden Stréme sind im wesentlichen sensitiv auf
perturbative QCD und werden daher fiir die Messung von «s (Anpassung 1) benutzt, die im
folgenden beschrieben wird, wihrend die exklusiven Momente beider Strome zur Bestimmung
des Gluonkondensats und der nicht-perturbativen Korrekturen (53’? , dienen (Anpassung 2). Diese
Anpassung wird in Abschnitt 7.6 présentiert.

Zusatzlich zu den Momenten, die in Tabelle 7.5 angegeben sind, kénnen die Messung der
Lebensdauer des 7-Leptons 7, und das Verzweigungsverhéltnis B, = B(T — uv,v,) in Anpas-
sung 1 benutzt werden, da aus beiden Gréflen die totale hadronische Zerfallsrate des T-Leptons
bestimmt werden kann:

11 r

Re(mr) = F?—l—lfuv (7.10)
r, 1 r

R,(B) = +——-1--£ (7.11)
. I B, Te



112 7. Resultate

In beiden Fallen wird Lepton-Universalitdt angenommen, so daf3 die folgende Gleichung gilt:

B, = Be%, (7.12)
e
mit % = 0.9726 [34] und T, = 4.0329 - 10713 GeV [34,70]. Die nicht-seltsame Zerfallsrate
R:v + R; 4 erhdlt man, wenn man R,s = Bs/B, = 0.150 + 0.008 [1] vom gewichteten Mittel
R.(B,,7:) aus R;(7;) und R,(B,,) subtrahiert?.

Prinzipiell ist es auch moglich, mit dem Verzweigungsverhéltnis B, des 7-Leptons in ein
Elektron und Neutrinos die totale Zerfallsrate R; zu berechnen. In den Grofien R. /4 aus den
hadronischen Verzweigungsverhiltnissen wird aber B, bereits fiir die Normierung eingesetzt, und
die Korrelation der Zerfallsrate R, (Be) aus B, zu Ry + R, 4 betrégt 96 %, wenn man die Kor-
relationen der Verzweigungsverhiltnisse, die unter der Zwangsbedingung, dafl sich die Summe
aller Verzweigungsverhéltnisse zu Eins addieren muf, bestimmt worden sind [1], beriicksichtigt.

Aus den Weltmittelwerten 7. = (291.0 £ 1.5) fs und dem angepafiten Wert B, = 0.1735 +
0.0010 [1] erhélt man:

R.(By,77) — Rrs = 3.485 £ 0.023. (7.13)

Aus den Verzweigungsverhéltnissen des 7-Leptons in Vektor- und Axialvektorzustinde in Tabel-
le 7.4 bzw. den beiden Momenten mit den Indizes kI = 00 in Tabelle 7.5 ergibt sich der folgende
Wert:

R, v+ Ry A = 3.484 £ 0.024. (7.14)

Beide Werte stimmen ungewohnlich gut iiberein und sind bei einem Korrelationskoeffizienten
von 24 % fast unabhingig. Das gewichtete Mittel beider Werte wird in Anpassung 1 verwendet.

In der Anpassung 1 werden vier Parameter benutzt, um fiinf Momente zu beschreiben, so
daf} ein Freiheitsgrad fiir die Anpassung verbleibt. Die vier Parameter sind: Die starke Kopp-
lungskonstante as(m?), das Gluon-Kondensat (2= GG) und die 6- bzw. 8-dimensionalen Korrek-
turen 69, , und &5, 4 fiir das Moment mit kI = 00.

Anpassung 2 benétigt sechs Parameter fiir zehn Momente (vier Freiheitsgrade): ag(m?2),
(22 GG) sowie die nicht-perturbativen Korrekturen 8%, 5%, 8% und 68 . Die nicht-perturbativen
Korrekturen beider Anpassungen kénnen wie folgt verglichen werden:

1

Um die Konsistenz der Methode zu iiberpriifen, ist es aufferdem sinnvoll, getrennte Anpassun-
gen der fiinf Momente des Vektorstroms sowie der fiinf Momente des Axialvektorstroms durch-
zufithren und die beiden in den Anpassungen 1 und 2 als universell angenommenen Gréflen oy
und (2 GG) getrennt fiir beide Stréme zu bestimmen. Dieser Vergleich wird in Abschnitt 7.6
im Anschlufl an die Resultate der Anpassung 2 diskutiert.

In allen Anpassungen werden auerdem die Massen der drei leichten Quarks my qs,

my = (8.7 L5)MeV, mq= (1544 1.5)MeV, ms = (270 £ 30) MeV, (7.16)
und die Quark-Kondensate ({t))y, 4 = —uid,S, mit
fo = pa = (189 £ T)MeV,  ps = (160 £ 10) MeV, (7.17)

fiir die Berechnung der Massenkorrekturen und die Vervollstdndigung des 4-dimensionalen Kor-
rekturterms 53/’]“2 benotigt. Diese Werte stammen aus [5]. Die Massenkorrekturen sind allerdings
fast vernachlassigbar klein fiir die nicht-seltsamen Zerfille des 7-Leptons.

2 R, wird von R, abgezogen, da die induzierte Unsicherheit durch die Masse des s-Quarks gréfiere Fehler in
der Anpassung lieferte, wenn man statt dessen R, benutzte.
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Beitragende Fehler
Theorie Observable Wert Daten B Syst. Theo. | x?/d.o.f.
as(m?) 0.348 | £0.002  +0.009  4+0.002  £0.019
(% GG)/GeV* | —0.003 | +£0.007  +0.007  £0.006  +0.005
CIPT . 0.16/1
OVia 0.0012 | £0.0034 +0.0033 40.0029 =£0.0006
oA —0.0010 | +£0.0024 40.0016 =£0.0015 =+£0.0003
as(m? 0.324 | £0.001  +0.006  +0.002  +0.013
(m2
(2% GG)/GeV* 0.014 | £0.007  +0.006  4+0.005  £0.013
FOPT p 0.17/1
Ovia 0.0028 | £0.0034 +0.0034 40.0030 +0.0068
N —0.0015 | +£0.0024 40.0016 +£0.0014 +0.0019
as(m?) 0.306 | £0.001  +0.005 +0.001  +0.011
(% GG)/GeV* | —0.002 | +£0.007  +0.007  £0.005  +0.002
RCPT 6 0.07/1
Ovia —0.0047 | £0.0036 4+0.0040 £0.0032 +£0.0011
& —0.0001 | £0.0024 40.0017 +£0.0015 +0.0003

Tabelle 7.8: Das Resultat fiir as(m?2) und die nicht-perturbativen Parameter aus der Anpassung 1
an die Summen der Vektor- und Axialvektor-Momente. Die angegebenen Werte beziehen sich
auf die drei verschiedemen Theorien, die den perturbativen Anteil der Momente beschreiben.
Die zitierten Fehler entsprechen den statistischen Fluktuationen der Daten, den Fehlern der
Verzweigungsverhdltnisse B, einem systematischen Fehler durch die Simulation, die Energie-
und Impuls-Kalibration und die Entfaltung sowie einem Gesamtfehler aus den theoretischen

Fehlerquellen.

Die Fehlermatrix der Momente wird aus den experimentellen Fehlern der Momente und
ihren Korrelationen (Tabellen 7.5 und 7.7) sowie einer ,theoretischen“ Fehlermatrix, die aus
den Fehleren der Quark-Massen und -Kondensate bestimmt werden kann, berechnet.

Die Ergebnisse der Anpassung an die Summen der Vektor- und Axialvektor-Momente sind in
Tabelle 7.8 zusammengefafit. Die zitierten Fehler setzten sich aus den statistischen Fehlern der
Daten, den Unsicherheiten durch die Verzweigungsverhéltnisse, einem experimentellen, systema-
tischen Fehler, der die statistischen Fehler der simulierten Datensétze und Unsicherheiten durch
die Entfaltung beriicksichtigt, sowie einem theoretischen Fehler, in den die Unsicherheiten der
Quark-Massen und -Kondensate, die Variation des O(a?)-Koeffizienten Ky, und die Abhingig-
keiten vom Renormierungsschema und von der Renormierungsskala eingehen, zusammen. Die
starke Kopplungskonstante wird dabei hauptsichlich durch das kI = 00-Moment festgelegt, so
daf sich der dominante experimentelle Fehlerbeitrag fiir as aus den Unsicherheiten der Verzwei-
gungsverhéltnisse ergibt.

Alle drei Theorien fithren zu dhnlichen x2-Werten (siehe Tabelle 7.8), withrend die Streuung
der Resultate der Anpassung fiir as(m?2) den Gesamtfehler um etwa das Doppelte iiberschreitet.
Eine dhnlich grofie Streuung der Werte fiir ais(m2) aus den drei Modellen ist in [71, 72] beobachtet
worden, deren Autoren, iibereinstimmend mit diesem Ergebnis, fiir RCPT den kleinsten und fiir
CIPT den grofiten ag-Wert angeben. Die Streuung der drei ag-Werte mufl man als zusétzliche
theoretische Unsicherheit interpretieren, wenn keine der drei Theorien a priori ausgeschlossen
werden kann.
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Die Unterschiede in den statistischen und systematischen Fehlern von «y entsprechen den
erwarteten Anderungen des relativen Fehlers von o, der proportional zu ag selbst ist, und sind
deshalb in guter Ubereinstimmung fiir die drei Theorien. Fiir die theoretischen Unsicherheiten
sollte man dasselbe Verhalten erwarten. Tatséchlich enthalten aber nur die Anpassungen mit
FOPT und CIPT die Unsicherheit des unbekannten Kj-Koeffizienten im theoretischen Fehler
und kénnen daher nicht in dieser Hinsicht mit dem RCPT-Resultat verglichen werden. Auflerdem
verschwindet der Einflul der Variation des Renormierungsschemas in der RCPT-Anpassung.

Die Auswirkungen der verschiedenen theoretischen Fehlerquellen auf ag sind in Tabelle 7.9
angegeben. Die dort zitierten Werte entsprechen der Streuung von «g in Anpassung 1, durch die
Variation der unbekannten O (a?) Abhingigkeit K, = 25450, die Wahl der Renormierungsskala
0.4 < p?/m?2 < 2.0, die Variation des Renormierungsschemas mit dem dritten Koeffizienten der
B-Funktion 0.0 < gR8/4MS < 2.0 und durch Unsicherheiten in der Extrapolation des Wertes

as(m?) von der 7- zur Z%-Masse.
Aay(m?) Aay(m3)
Fehlerquelle CIPT FOPT RCPT | CIPT FOPT RCPT
-2 < K4 <75 +0.012 +0.006 - +0.0013 +£0.0007 -

0.4 < p?/m2 <20 |£0.006 £0.009 =£0.011 | £0.0005 =+0.0009 +0.0015
0.0 < BRS/BMS < 2.0 | £0.015 £0.009 +0.000 | £0.0009 40.0005 =+0.0005
Extrapolation - - — | £0.0003 +0.0003 +0.0003

Tabelle 7.9: Theoretische Unsicherheiten der starken Kopplungskonstanten. Die Fehler entspre-
chen der vollen Streuung des resultierenden ag-Wertes in Anpassung 1 bei der Variation der in
der ersten Spalte beschriebenen Parameter.

Obwohl die theoretischen Gesamtfehler von «g fiir alle drei Theorien kompatibel sind, be-
steht ein beachtlicher Unterschied zwischen FOPT und den beiden anderen Theorien: Die FOPT-
Anpassung fithrt zu einer signifikant stdrkeren Abhéngigkeit der nicht-perturbativen Parame-
ter (2GG) und (55/5 A von den theoretischen Unsicherheiten als die Anpassungen mit CIPT
und RCPT. Der wesentliche Effekt kommt hier durch die Variation der Renormierungsskala
u? zustande. Die statistischen und systematischen Unsicherheiten der OPE-Korrekturen sind
erwartungsgeméf in allen drei Féllen dhnlich.

Die Giite der Anpassungen fiir die drei Theorien kann man iiberpriifen, indem man die obere

Integrationsgrenze von R,y (so)+ R a(s0) von sgp = m2 auf kleinere Werte fiir s éndert und die

mit den Parametern ag(m2), (2:GG) und 5?/_? A berechneten theoretischen Vorhersagen in diesem

Bereich mit den integrierten Daten vergleicht. In Abbildung 7.13 ist dieser Vergleich dargestellt,
wobei die Parameter fiir die theoretischen Vorhersagen jeweils aus der Anpassung an die fiinf
Momente bei sp = m2 entnommen sind. Die CIPT-Vorhersage ist von der 7-Massenskala abwirts
bis zu s ~ 1GeV? in guter Ubereinstimmung mit den Daten, wihrend FOPT und RCPT
unterhalb von sy &~ 2 GeV? zu grofleren Werten tendieren. Unterhalb von sg &~ 1 GeV? werden
die Daten von keiner der drei Theorien beschrieben, da hier die Einfliisse der Resonanzen in den
Spektralfunktionen auch im Integral dominant werden. Die Unsicherheiten der drei Theorien
sind dabei dominant durch den Fehler von ag(m2) gegeben, wihrend auch bei niedrigen sq die
nicht-perturbativen Terme nur einen geringen Einflufl auf die Vorhersagen haben. Setzt man die
Giiltigkeit der OPE auch fiir so < m2 voraus, kann man aus diesem Vergleich schlieBen, daf} die
perturbative Beschreibung mit CIPT den anderen beiden vorzuziehen ist.



7.4. Messung der starken Kopplungskonstanten

ag(m?)

115

R;v+alS)
w
o1
[

15

» Entfaltete OPAL Daten
v RCPT -
.= FOPT !
--- CIPT -

Theorie / Daten

0.9 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1

S (éevz)

Abbildung 7.13: Die nicht-seltsame, hadronische Zerfallsrate Ry v (sg) + Ry a(sp) des T-Leptons
als Funktion der oberen Integrationsgrenze sg. Die Punkte im oberen Bild entsprechen OPAL-
Daten. Die gestrichelte, gestrichpunktete und gepunktete Kurve geben die Vorhersagen der Theo-
rien CIPT, FOPT und RCPT wieder, wobei die Resultate der Anpassungen bei sy = m? fiir die
Vorhersagen benutzt wurden. Das untere Bild zeigt die Verhdltnisse der drer Theorien normiert
auf die Daten. Die drei Sdtze gestrichelter, gestrichpunkteter und gepunkteter Kurven geben
jeweils die Zentralwerte und den experimentellen Gesamifehler fiir je eine der drei Theorien
an. Die durchgezogenen Kurven zeigen den Fehler der Daten, inklusive aller statistischen und

systematischen Unsicherheiten.
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7.4.1 Extrapolation von oy von der 7-Masse zur Z°-Masse

Der Wert der starken Kopplungskonstanten bei der 7-Massenskala kann bis zur Z°-Masse extra-
poliert werden, indem die Vier-Schleifen-3-Funktion (2.39) mit einem Runge-Kutta-Verfahren,
das bereits fiir die Losung der iy Werte auf dem Kreis |s| = m?2 in der komplexen Ebene benutzt
worden ist, in kleinen Schritten von m?2 bis m% numerisch gelést wird. Der Wert von as bei der
7-Masse entspricht einer effektiven QCD mit nur drei Quarksorten, ndmlich den drei leichtesten
Quarks u, d und s. Bei der Z°-Masse sind aber auch das c- und das b-Quark verfiigbar, und
die S-Funktion muf, da ihre Koeffizienten von der Anzahl n¢ der Quarksorten abhingen, ent-
sprechend angepafit werden. Die Schwellenwerte, ab denen eine neue Quarksorte beriicksichtigt
werden muf}, ergeben sich aus den Massen der hinzukommenden Quarks. Den ag-Wert fiir ng
Quarks, der auch einer effektiven QCD mit n¢ Quarksorten entspricht, kann man an der Schwelle
aus dem ag-Wert fiir ng — 1 Quarks einer effektiven QCD mit ng — 1 Quarksorten bestimmen [73]:

2 2 - af (Hg)ne—1
QS(Mq)nf = O‘S(Mq)nf—l 1+ Z C;Jx)* ) (7.18)
k=1

wobei # = In(u2/m2) den Logarithmus des Verhéltnisses der gewéhlten Schwelle 2 fiir den
Ubergang von einer effektiven Theorie mit n¢—1 Quarks zu einer Theorie mit n¢ Quarks und dem
Quadrat der Masse m des neu hinzukommenden Quarks angibt. Die Koeffizienten Cy,(z) sind fiir
k=1,...,3in [73] angegeben. Damit die Wahl der Schwelle 2 den Massenparameter mq nicht
andert (auch die Quarkmassen sind wie oy stark skalenabhéngig), sind die Koeffizienten Cy(x)
in [73] fiir invariante Massenparameter mq = Mq(Mq) im MS-Schema berechnet worden. Fiir
die beiden neu hinzukommenden Quarks lauten sie m.(7.) = (1.30 £ 0.06)GeV und 7, (mp) =
(4.1340.06)GeV [73]. Der Zentralwert fiir as(mZ) wird nun durch folgende Prozedur bestimmt:

o as(m?); — as(m?2), mit der Quarkmasse m. = M (Me).
e a5(m2)s — as(m?)s mit der Runge-Kutta-Methode und fiir ny = 4.
e a5(m?)s — as(m?)s mit der Quarkmasse my, = My, (Mp).
o as(myp)s — as(m?)s mit der Runge-Kutta-Methode und fiir ng = 5.

Die Variation der Schwellen zwischen der einfachen und der doppelten Masse des hinzukommen-
den Quarks sowie die Fehler der Massen selbst induzieren einen zusétzlichen Fehler in der Grofle
Acvol = £0.0003 auf as(m%), in Ubereinstimmung mit dem in [73] angegebenen Fehler. Mit dem
CIPT-Ergebnis fiir as(m?2) und mz = 91.187 GeV erhélt man

as(m3) =0.1219 + 0.0010¢xp % 0.0017¢heo £ 0.0003cy01- (7.19)
Der FOPT-Wert liefert

as(m3) = 0.1191 + 0.0008exp % 0.0013¢heo £ 0.0003cy01- (7.20)
Fiir RCPT schlief8lich ergibt sich

as(m3) = 0.1169 + 0.0007exp = 0.0015¢he0 £ 0.0003cy01- (7.21)

Die hier beitragenden Fehlerquellen sind in Tabelle 7.9 aufgeschliisselt. Alle drei Resultate sind
in guter Ubereinstimmung mit dem Wert, der aus der Kombination verschiedener Messungen aus
dem elektroschwachen Sektor bei LEP und SLD nach einer globalen Anpassung von Parametern
des Standard-Modells an die kombinierten Messungen resultiert [74]:

ag(m?2) = 0.120 £ 0.003. 7.22
VA
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7.5 Das , Laufen* der starken Kopplung

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Extrapolation eines MeBBwertes fiir ag(s), der
an einer bestimmten Stelle s gemessen worden ist, zu einem Wert as(s’) an einer anderen Stelle
s, ist in jedem Experiment, das die starke Kopplungskonstante an einer bestimmten Skala mift,
moglich. Im 7-Zerfall bietet sich dariiber hinaus die Moglichkeit, die starke Kopplungskonstante
auch unterhalb der 7-Massenskala zu messen und das ,,Laufen* der starken Kopplungskonstanten
in einem einzigen Experiment zu testen. Dieser Test wird im folgenden beschrieben.

Die Anpassung an die Summen der Vektor- und Axialvektormomente, die fiir so = m2
bestimmt wurden, (Anpassung 1) kann auf Momente bei kleineren Werten von so ausgedehnt
werden, so dafl eine korrelierte Messung der starken Kopplungskonstanten an verschiedenen
Skalen resultiert. Die Anpassung ist auf vier dquidistante so-Werte zwischen 1.3 GeV? und m2
erweitert worden, wobei fiir jedes sy < m?2 die integrierte, differentielle Zerfallsrate R?_?V(so) +
R?_?A(So) mit in die Anpassung aufgenommen worden ist (siehe Abbildung 7.13). Gleichzeitig ist
der Parametersatz um die drei Werte der starken Kopplung bei diesen Skalen sy < m? erginzt
worden. Das Ergebnis kann mit der Vier-Schleifen-3-Funktion untersucht werden.

Abbildung 7.14 zeigt einen Vergleich der vier as-Werte fiir jede der drei Theorien mit einer
Anpassung der G-Funktion an die gemessenen Werte. In der Anpassung der S-Funktion wird
as(m?) jeweils neu bestimmt, ohne den Werte der starken Kopplung bei sy = 1.3 GeV? zu
beriicksichtigen, da FOPT und RCPT eine flachere Form der -Funktion bevorzugen und bei
der Anpassung aller vier Mefiwerte unvertréglich mit der S-Funktion sind. Fiir CIPT ist die
Ubereinstimmung mit der 3-Funktion dagegen sehr gut.
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Abbildung 7.14: Das Laufen der starken Kopplungskonstanten. Die drei Messungen der -
Werte sind als Punkte mit Fehlerbalken dargestellt. Die Fehler enthalten statistische und syste-
matische Unsicherheiten. Die gestrichelten Kurven zeigen die Vorhersagen der Vier-Schleifen-
B-Funktion nach Anpassung an die Mefwerte, mit Ausnahme der Punkte bei s) = 1.3 GeV?.
Die durchgezogenen Linien entsprechen den Fehlern der Anpassungen.
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In Abbildung 7.15 sind die as-Werte aus der CIPT-Anpassung zusammen mit einer Extra-
polation der S-Funktion von 1 GeV bis 200 GeV sowie Meiwerte anderer Experimente, die ag an
verschiedenen Energien innerhalb des dargestellten Bereiches gemessen haben [75-77] dargestellt.
Bei m; ist deutlich der Wechsel von ny = 3 auf ny = 4 Quarksorten an dem Sprung in der (-
Funktion festzustellen. Der zweite Sprung bei my, = 4.13 GeV ist allerdings kaum auszumachen.
Ab my, ist die B-Funktion fiir ny = 5 Quarksorten dargestellt. Die eingezeichneten Werte aus der
CIPT-Anpassung enthalten experimentelle und systematische Unsicherheiten, das Fehlerband
der [-Funktion entspricht aber der Extrapolation des MeB3wertes bei m. inklusive aller experi-
mentellen, systematischen und theoretischen Unsicherheiten. Vergleicht man die verschiedenen
as-Messungen mit dem aus dem 7-Zerfall extrapolierten Verhalten, kann eine grobe Einteilung
in zwei Klassen erfolgen. Unterhalb von 10 GeV neigen alle Messungen zu kleineren Werten als
die 7-Messung fiir diesen Bereich impliziert, wihrend oberhalb 10 GeV eine gute Ubereinstim-
mung mit der Extrapolation aus dem 7-Zerfall beobachtet werden kann. Das Laufen der starken
Kopplung ist damit trotz der beschriebenen leichten Diskrepanzen iiber einen weiten Energiebe-
reich etabliert, und gerade die Ubereinstimmung der Messungen mit der 3-Funktion unterhalb
der 7-Masse sowie bei der Z°-Masse zeigt, daBl eine energieunabhingige Kopplungskonstante in
der QCD auszuschlieflen ist.

Abbildungen 7.13 und 7.14 kénnen als Tests der Giiltigkeit der OPE fiir sg-Werte unterhalb

2 angesehen werden. In z.B. [5] ist die Giiltigkeit der Definition von R, (sq) fiir so < m?2
in Frage gestellt worden, da die Argumentation bei der Umwandlung des Linienintegrals in
ein Kreisintegral darauf beruht, daff der Integrand am Endpunkt sg keinen Pol besitzt. Fiir
so = m2 wird ein moglicher Pol der Spektralfunktion bei m?2 durch das Phasenraumpolynom (1—
s/m2)? im Integral quadratisch unterdriickt. Fiir kleinere so-Werte findet eine Unterdriickung
aber nicht statt. Die gute Ubereinstimmung der Daten mit dem CIPT-Resultat einerseits und
der extrahierten as-Werte mit der -Funktion andererseits zeigt, daf§ die OPE fiir CIPT auch
unterhalb der 7-Masse anwendbar ist.

von m,

7.5.1 Die Zerfallsrate eines hypothetischen 7’-Leptons

Einen weiteren Test der drei Theorien erhilt man, indem man die totale hadronische Zerfalls-
rate fiir ein hypothetisches 7/-Lepton mit der Masse m,» = /so definiert und in den Gleichun-
gen (2.27) und (2.54) fiir jedes m, m, einsetzt [72]:

S0 9
Ry v /a(s0) = 127TSEW|Vud|2/dS <1 - 3> [(1 + 2$> L), (s) + ImIL{), (s)|. - (7.23)
5 50 S0 S0
Diese Grofle profitiert von derselben quadratischen Unterdriickung des Endpunktes auf der re-
ellen s-Achse wie R, v/, A(m2) und ist auch bei moglichen Polen der Spektralfunktionen auf der
reellen s-Achse wohldefiniert. Abbildung 7.16 zeigt die Summe R,/ v(s0) + R+ a(s0) als Funkti-
on der oberen Integrationsgrenze sg. Das Fehlerband fiir CIPT im unteren Bild macht deutlich,
daB die Unsicherheiten fiir diese Gréfe bei Integrationsgrenzen unterhalb von sg ~ 1.5 GeV?
im Vergleich zu den Unsicherheiten, die im unteren Bild der Abbildung 7.13 dargestellt sind,
deutlich ansteigen.

Wihrend der dominante Fehler von R;(sg) auch bei kleinen sy durch die perturbative Ent-
wicklung gegeben ist, triagt hier fiir R,/ (sp) hauptséichlich die Abhéngigkeit von den nicht-pertur-
bativen Termen zum Fehler bei. Fiir R; bleiben, abgesehen von der schwachen logarithmischen
Abhéngigkeit dieser Terme von sq, die nicht-perturbativen Terme konstant fiir alle s (siehe Glei-
chung (2.76)). Fiir R, dagegen wachsen die nicht-perturbativen Terme mit Potenzen von 1/s
an, wenn Sg kleiner wird. Im Rahmen der Fehler liefern beide Definitionen, R, (sp) und R./(sg),
fiir alle drei Theorien konsistente Resultate.
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Abbildung 7.15: Messungen der starken Kopplungskonstanten zwischen 1.3 GeV und 172 GeV
von verschiedenen Experimenten. Die mit Dreiecken dargestellten Werte entsprechen den korre-
lierten ag-Messungen aus der CIPT-Anpassung und ihre Fehler entsprechen experimentellen und
systematischen Unsicherheiten. Alle anderen Werte sind inklusive der theoretischen Fehler ein-
gezeichnet. Der mit R (Be, By, ;) gekennzeichnete Wert stammt aus [75] und entspricht dem
aus den leptonischen Verzweigungsverhdltnissen und der T-Lebensdauer gemittelten ag-Wert.
Die iibrigen Werte sind [76, 77] entnommen. Das graue Band ist die aus der CIPT-Messung
bei s = m? extrapolierte Vorhersage der (-Funktion, unter Beriicksichtigung experimenteller,

ks
systematischer und theoretischer Unsicherheiten.
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Abbildung 7.16: Die nicht-seltsame, hadronische Zerfallsrate Ry v (so) + Ry a(s0) eines hypo-
thetischen 7'-Leptons mit mf, = sg als Funktion der oberen Integrationsgrenze sg. Die Punkte
im oberen Bild entsprechen OPAL-Daten. Die gestrichelte, gestrichpunktete und gepunktete Kur-
ve geben die Vorhersagen der Theorien CIPT, FOPT und RCPT wieder, wobei die Resultate
der Anpassungen bei sg = m? fiir die Vorhersagen benutzt wurden. Das untere Bild zeigt die
Verhiltnisse der drei Theorien normiert auf die Daten. Die drei gestrichelten Kurven geben
die Zentralwerte und die experimentellen Gesamtfehler fiir CIPT an. Die gestrichpunktete und
die gepunktete Kurve geben jeweils die Zentralwerte fiir FOPT und RCPT an. Die Fehler fiir
FOPT und RCPT sind vergleichbar mit den Fehlern fiir CIPT und wurden im Bild weggelas-
sen. Die durchgezogenen Kurven zeigen den Fehler der Daten, inklusive aller statistischen und
systematischen Unsicherheiten.
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7.6 Messung der nicht-perturbativen Korrekturen

Die Ergebnisse der Anpassung 2 an die separaten Momente des Vektor- und Axialvektorstroms
sind in Tabelle 7.10 fiir die drei betrachteten Theorien zusammengestellt. Im Gegensatz zur

Beitragende Fehler
Theorie Observable Wert Daten B Syst. Theo. | x?/d.o.f.
as(m2) 0.347 | £0.001  +0.012  £0.002  +0.019
(% GG)/GeV* 0.001 | £0.003  +0.006  +0.003  +0.004
5% 0.0256 | £0.0017 +0.0024 40.0017 =£0.0006
CIPT 5 0.63/4
oy —0.0080 | +£0.0010 40.0007 =£0.0005 =£0.0002
58 —0.0197 | £0.0016 4+0.0022 +0.0019 +0.0010
5% 0.0041 | £0.0012 +0.0013 +0.0008 =40.0002
as(m?) 0.323 | £0.001  +0.008  +0.002  +0.014
(% GG)/GeV? 0.017 | £0.003  +0.004  40.003  £0.010
&9 0.0271 | £0.0017 +0.0025 40.0018 =£0.0056
FOPT 5 0.62/4
oy —0.0085 | £0.0010 40.0007 +0.0005 +0.0012
58 —0.0183 | £0.0016 4+0.0023 +0.0019 +0.0052
5% 0.0036 | £0.0011 +0.0012 +0.0008 =40.0011
as(m?) 0.305 | £0.001  +£0.007  +0.001  £0.011
(% GG)/GeV? 0.002 | £0.003  +£0.005  +0.003  £0.001
&9 0.0202 | £0.0018 +0.0033 40.0018 +0.0009
RCPT 5 0.61/4
o5 —0.0075 | £0.0010 40.0008 +0.0005 =+0.0002
58 —0.0252 | £0.0017 40.0032 £0.0020 +0.0006
5% 0.0047 | £0.0012 +0.0013 +0.0008 =40.0001

Tabelle 7.10: Das Resultat fiir s und die nicht-perturbativen Parameter aus der Anpassung 2
an die separaten Momente des Vektor- und Azialvektorstroms. Die angegebenen Werte beziehen
sich auf die drei verschiedenen Theorien, die den perturbativen Anteil der Momente beschreiben.
Die zitierten Fehler entsprechen den statistischen Fluktuationen der Daten, den Fehlern der
Verzweigungsverhdltnisse B, einem systematischen Fehler durch die Simulation, die Energie-
und Impuls-Kalibration und die Entfaltung sowie einem Gesamtfehler aus den theoretischen
Fehlerquellen.

Kopplungskonstanten «g, deren Fehler durch theoretische Unsicherheiten dominiert wird, sind
die nicht-perturbativen Terme aus den Anpassungen mit CIPT und RCPT im wesentlichen
unabhéngig von diesen. Wie bereits in Abschnitt 7.4 erwahnt, gilt dies nicht fiir die FOPT-
Anpassung, in der die theoretischen Unsicherheiten zu Fehlern derselben Groflenordnung (oder
sogar grofieren Fehlern) fithren wie die experimentellen Unsicherheiten. Aufgrund der Korrelati-
on der Vektor- und Axialvektorspektren durch fehlidentifizierte 7-Zerfélle, die in der Entfaltung
erhalten bleibt, sind die nicht-perturbativen Momente, die zu verschiedenen Stréomen aber der-
selben Dimension gehoren, stark positiv korreliert. Die Korrekturterme eines Stromes, die zu
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0(m?) (2GG) & & &
(%GG) | —57

5% —55 99

58 —61 96 96

& 41 -92  —90 -84

58 42 -87 -8 77 89

Tabelle 7.11: Korrelationen zwischen den QCD-Parametern aus der Anpassung 2 an die Mo-
mente des Vektor- und Azialvektorstroms in Prozent. Die angegebenen Werte beziehen sich auf
das CIPT-Resultat.

unterschiedlichen Dimensionen gehoren, sind dagegen stark antikorreliert. Alle Korrelationen
der Parameter aus der CIPT-Anpassung sind in Tabelle 7.11 angegeben.

Die resultierenden Werte der starken Kopplungskonstanten aus den Anpassungen 1 und 2
stimmen fiir alle drei Theorien sehr gut miteinander iiberein. Der experimentelle Fehler von
as aus der Anpassung 2 ist grofler als der entsprechende Fehler aus Anpassung 1, da hier die
zusétzliche Information aus der 7-Lebensdauer und dem Verzweigungsverhéltnis B(1 — pv,v;)
fehlt. Im Sinne der Gleichung (7.15) sind auch die nicht-perturbativen Korrekturterme aus den
Anpassungen an die Summe der Momente bzw. an die separaten Momente in guter Uberein-
stimmung. Wie in Anpassung 1 sind auch die x?-Werte in Anpassung 2 fiir alle drei Theorien
vergleichbar. Die theoretischen Unsicherheiten in beiden Anpassungen zeigen erwartungsgeméfl
dasselbe Verhalten. Die Summen 6yon_pert,v/a Und Onon-pert,v+a aller nicht-perturbativen Kor-
rekturen zu R, v,y und Rrv + R A, inklusive der Massen-Korrekturen der Dimension 2 und
der Korrekturen der Dimension 4, die aus dem angepafiten Gluonkondensat folgen, lauten:

0.0172 +0.0026 CIPT
Snon-perty =  0.0187+0.0054 FOPT (7.24)
0.0124 +0.0033 RCPT,

0.0219 +0.0026 CIPT
Snon-pert. A = —0.0204+0.0050 FOPT (7.25)
0.0266 & 0.0032 RCPT,

—0.0024 +0.0025 CIPT
Snonpertvia = —0.0009 +0.0051 FOPT (7.26)
—0.0071 £ 0.0031 RCPT,

wobei die Fehler sowohl experimentelle und systematische als auch theoretische Unsicherhei-
ten enthalten. Demnach fiithren alle drei Theorien zu nicht-perturbativen Korrekturen von R, v
(R;A) in der GroBenordnung 1.6 % (—2.3 %), wihrend sich beide Korrekturen bei der Sum-
menbildung grofitenteils gegenseitig aufheben, so dal die Gesamtkorrektur aus nicht-pertur-
bativen Beitrdgen fiir R;v + R, a vertrdglich mit Null ist, und so eine prizise Messung der



7.6. Messung der nicht-perturbativen Korrekturen 123

38 (%)
o

S OPAL .

Abbildung 7.17: Die Korrekturterme der Dimension D = 6 zu R, y 4. Dargestellt sind die Kon-
turen der Ellipsen, deren Punkte eine Standardabweichung bzw. zwei Standardabweichungen,
unter Berticksichtigung experimenteller und theoretischer Unsicherheiten, von den korrelierten
Zentralwerten fiir den Vektor- und Axialvektorstrom abweichen (CIPT). Die durchgezogene Linie
entspricht der theoretischen Vorhersage aus [5].

starken Kopplungskonstanten in Anpassung 1 erlaubt. Die Werte in Tabelle 7.10 kénnen mit
den Abschétzungen aus [5] verglichen werden:

<% GG)/GeV? = 0.02+0.01
&% = 0.024+0.013 (7.27)
6 = —0.038£0.020

0y/a =~ —0.0001.

Nur die Terme der Dimension 8 scheinen unterschétzt worden zu sein, wiahrend die iibrigen
Terme im Rahmen ihrer Fehler der jeweiligen Vorhersage entsprechen. In Abbildung 7.17 sind
die Korrekturen der Dimension 6 (CIPT) und die Abschétzungen aus [5] dargestellt.

Schrinkt man die Anpassung 2 auf die fiinf Momente, die zu einem der beiden Strome
gehoren, ein, 148t sich tiberpriifen, ob die OPE fiir beide Strome konsistente Ergebnisse liefert
und ob die gemeinsame Anpassung an Vektor- und Axialvektor-Momente mit den getrennt an-
gepafiten Werten iibereinstimmt. Die zu vergleichenden Ergebnisse sind in Tabelle 7.12 fiir die
Anpassungen mit CIPT angegeben, wobei nur die statistischen Unsicherheiten der gemessenen
Spektren, der Simulation und der Verzweigungsverhiltnisse in den zitierten Fehlern beriicksich-
tigt sind, da die verbleibenden systematischen Fehler und die theoretischen Fehler vollstindig
korreliert sind.

Innerhalb der unkorrelierten Fehler stimmen die Resultate fiir a5 und (as/7GG) aus den
Anpassungen an die Vektorstrom-Momente einerseits und die Axialvektorstrom-Momente ande-
rerseits iiberein. Wie erwartet reduzieren sich die Fehler dieser beiden Grofien, wenn alle zehn
Momente gemeinsam in der Anpassung verwendet werden, und ihr Wert verschiebt sich in die
N#he des fehlergewichteten Mittels der separaten Anpassungsergebnisse. Die Korrelationen der
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A% A Vund A

Theorie Observable Wert Fehler Wert Fehler Wert Fehler

as(m?) 0.341  +0.017 0.357  £0.019 0.347  £0.012

(= GG)/GeV* 0.002  +0.010 | —0.011  £0.020 0.001  +£0.008
59 0.0259 +0.0041 — — 0.0256  £0.0034
CIeT & —0.0078  +0.0018 — — —0.0080 +0.0013
58 — — —0.0246 +0.0086 | —0.0197 +£0.0033
5% — — 0.0067 +£0.0050 0.0041 +0.0019

x?/d.o.f. 0.07/1 0.06/1 0.63/4

Tabelle 7.12: Vergleich der Resultate aus den separaten Anpassungen an die finf Momente ei-
nes Stromes und den Resultaten aus der gleichzeitigen Anpassung an alle zehn Momente. Die
angegebenen Fehler enthalten statistische Unsicherheiten der Daten, der Simulation und der
Verzweigungsverhdgltnisse.

angepafiten Parameter (siche Tabelle 7.11) fithrt auch bei den 6?;8 , in der gemeinsamen Anpas-
sung zu genaueren Resultaten als in den separaten Anpassungen. Im Rahmen der Fehler fithren
beide Anpassungen zu konsistenten Ergebnissen.

7.7 Vergleich mit anderen Experimenten

Die hier vorgestellte Methode, aus den Momenten von R, simultan die starke Kopplungskonstan-
te ag und nicht-perturbative QCD-Parameter zu bestimmen, ist von der ALEPH-Kollaboration
bereits 1993 [79] (ALEPH 93) durchgefiihrt worden und 1998 auf alle LEP-I Datensitze erweitert
worden [72] (ALEPH 98). Von der CLEO-Kollaboration ist 1995 ebenfalls, unter Verwendung
der Momente von R;, eine Messung von as publiziert worden [78] (CLEO 95).

Die hier vorgestellte Analyse (OPAL 98) unterscheidet sich von den drei eben genannten
vor allem durch die Entfaltungs-Methode, mit der die gemessenen Spektren korrigiert wer-
den. Wahrend dort Korrelationen zwischen den korrigierten Spektren durch fehlidentifizierte 7-
Zerfille im Summenspektrum aus Vektor- und Axialvektorspektralfunktion nicht beriicksichtigt
worden sind, sind hier in allen Resultaten die Korrelationen beider Spektralfunktionen enthalten.

Die rekonstruierten Momente von R, aus den gemessenen Daten sind zudem stark von den
jeweils benutzten Verzweigungsverhéltnissen abhéngig. Mochte man trotzdem die vier Experi-
mente vergleichen, bietet es sich an, die Verhé&ltnisse der Momente

kl kl
o R‘nV + RT,A

Dkl
T 7 p00 00 >
RT,V + RT,A

(7.28)
in die die Verzweigungsverhiltnisse nicht mehr so dominant eingehen, zu betrachten. In Abbil-
dung 7.18 sind die vier DF! fiir kI = 10,11,12,13 aus den vier Analysen dargestellt.

Die Ubereinstimmung mit den ALEPH 98-Werten ist sehr gut, wihrend in den beiden élteren
Analysen leicht abweichenden Resultate beobachtet wurden. Die Abweichungen sind vor allem
darauf zuriickzufiihren, dafl die 2Kn-Kanéle, die bei OPAL 98 und ALEPH 98 beriicksichtigt
wurden, in ALEPH 93 und CLEO 95 vernachléssigt worden sind. In Tabelle 7.13 sind die mit
CIPT ermittelten Werte fiir die starke Kopplungskonstante aus den Anpassungen an R,y +
R 4 (bzw. R;) und die D der vier Analysen angegeben. Erwartungsgemif sind die Resultate
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Abbildung 7.18: Die normierten Momente D¥ fiir kl = 10, 11,12, 18 aus dieser Analyse (OPAL
98) (siehe Tabelle 7.5) im Vergleich mit den in [72] (ALEPH 98), [18] (CLEO 95) und [79]
(ALEPH 93) angegebenen Werten. Die Fehler enthalten statistische und systematische Unsi-
cherheiten. Die gestrichelten Linien entsprechen den Zentralwerten aus dieser Arbeit und die
grauen Bdnder ihren Unsicherheiten. Die Vorhersagen des naiven Partonmodells sind als offene
Kreise bzw. als durchgezogene Linien dargestellt.

aus ALEPH 98 und dieser Arbeit in guter Ubereinstimmung. Der Wert aus ALEPH 93 ist
aufgrund des groBleren Fehlers mit beiden vertréglich. Der etwa 2.5 ¢ von ag aus dieser Analyse
abweichende CLEO 95-Wert ist darauf zuriickzufiithren, daf8 hier R, und nicht R,y + R; 4 in
der Anpassung benutzt wurde. Die grofile Masse des s-Quarks dndert dann signifikant die OPE-
Korrekturterme und das Anpassungsresultat hingt von den fiir das s-Quark angenommenen
Korrekturen, die nicht aus den DX zu bestimmen sind, ab.

In Abbildung 7.19 ist ein Vergleich der gemessenen Spektralfunktionen v(s) und a(s) mit
den von ALEPH gemessenen Spektralfunktionen [72,80] (ALEPH 98) zu sehen. Im Rahmen
der Fehler stimmen die Resultate fiir beide Spektralfunktionen iiberein. Allerdings sind im Be-
reich der p- und der a;-Resonanz die Fehler der ALEPH-Messung deutlich kleiner als die Fehler
der OPAL-Messung. Dies liegt vor allem an der besseren Auflosung des ALEPH-Detektors fiir

Experiment | ag(m?2) Aag
OPAL 98 0.348  +£0.009
ALEPH 98 | 0.345 40.007
CLEO 95 0.306  +0.017

ALEPH 93 | 0.330 40.043

Tabelle 7.13: Vergleich der as-Werte aus den CIPT-Anpassungen an R,y + R, 4 und D’ﬁl fiir
kl=10,11,12,13 aus dieser Analyse (OPAL 98) und [72] (ALEPH 98) sowie den CIPT-An-
passungen an R, und DF' fir kl = 10, 11,12, 18 aus[78] (CLEO 95) und [79] (ALEPH 93).
Die zitierten Fehler enthalten statistische und systematische Unsicherheiten (Fir ALEPH 93 ist
0.017 quadratisch vom zitierten Fehler 0.046 abgezogen worden, um den experimentellen Fehler
zu erhalten. ).
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Abbildung 7.19: Vergleich der Spektralfunktionen aus dieser Analyse (OPAL 98) und [72,
80] (ALEPH 98). Links ist die Spektralfunktion des Vektorstroms dargestellt und rechts die
Spektralfunktion des Azialvektorstroms. OPAL-Daten sind als graues Fehlerbinder im Vergleich
mit den ALEPH-Daten (Punkte mit Fehlerbalken) abgebildet. Die Vorhersagen des naiven Par-
tonmodells sind als gestrichelte Linien eingezeichnet.

neutrale Pionen, so dafl in der Entfaltung bei ALEPH im wesentlichen die statistischen Feh-
ler der gemessenen Spektren resultieren, wihrend bei OPAL die Entfaltung zu einer stirkeren
Korrelation benachbarter Intervalle fithrt, so dafl die resultierenden Fehler in den entfalteten
Spektren ansteigen. Die Beriicksichtigung der Korrelationen durch fehlidentifizierte 7-Zerfille
bei OPAL 98 fiihrt ebenfalls zu grofieren Fehlern in den Spektralfunktionen. Am Ende des Pha-
senraums (s — m?2) sind die Fehler statistisch limitiert und in guter Ubereinstimmung zwischen
beiden Experimenten.

Fiir die Werte der Vektorspektralfunktion werden am Ende des Phasenraums unterschiedliche
Tendenzen bei OPAL 98 und ALEPH 98 beobachtet. Wihrend v(s) bei OPAL 98 am Ende das
Phasenraums abfillt, steigt die Funktion bei ALEPH 98 leicht an. Die Unsicherheiten beider
Experimente in diesem Bereich sind allerdings sehr grof}, und beide Messungen stimmen trotz
der unterschiedlichen Tendenzen im Rahmen der Fehler iiberein.

7.8 QCD-Summenregeln

Gewichtete Integrale iiber die Differenz der beiden gemessenen Spektralfunktionen (siehe Abbil-
dung 7.12) kénnen mit den Vorhersagen der im asymptotischen Limes geltenden Summenregeln
der QCD verglichen werden:

(so) = 7 [ ds (o(s) = als)) = f2 (7.29)

0
I(so) = 4712 / dss (u(s) — a(s)) = 0 (7.30)
0
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Abbildung 7.20: QCD-Summenregeln. Gleichungen (7.29)—(7.82) entsprechen den Bildern (a)-
(d). Als Fehlerbinder sind jeweils die Werte des Integrals (£10) als Funktion der oberen In-
tegrationsgrenze dargestellt. Die asymptotischen Grenzwerte entsprechen den eingezeichneten
durchgezogenen Linien (£1 o wenn zwei Linien eingezeichnet sind).

S0 9

Blso) = o | < () —ats) = 1272y (7.31)
0
T s 7 f2

Ii(sp) = 4—;2 /dsslnﬁ (v(s) —a(s)) = —% (mfri — mfro) . (7.32)
0

Die rechte Seite jeder Gleichung ist hier jeweils als der asymptotische Grenzwert des Integrals
fiir so — oo zu verstehen. Gleichung (7.29), die erste Weinberg-Summenregel [36], die bereits
in dhnlicher Form in Kapitel 2 eingefiihrt wurde (siehe Gleichung (2.96)), basiert auf der An-
nahme, dafl es keine skalaren Strome gibt und der einzige pseudoskalare Beitrag durch den
Pion-Pol (2.95) gegeben ist, und kann im asymptotischen Limes mit der Zerfallskonstanten
des Pions fr = (92.42 + 0.26) MeV [1] berechnet werden. Die zweite Weinberg-Summenre-
gel [36] entspricht Gleichung (7.30) und ist ebenfalls in Kapitel 2 eingefiihrt worden (siehe
Gleichung (2.94)). Gleichung (7.31) ist die Das-Mathur-Okubo-Summenregel (DMO) [81]. Der
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asymptotische Wert dieses Integrals hingt von der Zerfallskonstanten des Pions f;, dem mittle-
ren, quadrierten Ladungsradius (r2) = (0.439 & 0.008) fm? [82] des Pions und dem Axialvektor-
Formfaktor Fa = 0.0058 4 0.0008 [1]® des Pions ab. Gleichung (7.32) ergibt asymptotisch den
elektromagnetischen Massenunterschied zwischen neutralen und geladenen Pionen [83]. Wegen
der zweiten Weinberg-Summenregel hingt Gleichung (7.32) nicht von dem Wert des Abschnei-
deparameters A ab.

Das asymptotische Verhalten der vier Summenregeln wird unter Beriicksichtigung der vollen
Korrelation der gemessenen Spektralfunktionen einschliefllich der experimentellen und systema-
tischen Unsicherheiten getestet. Die vier Diagramme in Abbildung 7.20 zeigen die gemessenen
Werte der Integrale I1-14 in Abhéngigkeit von den oberen Integrationsgrenzen innerhalb ihrer
+1o-Umgebung als Fehlerbénder. Die erwarteten asymptotischen Grenzwerte sind hier als diinne
Linien, die den aktuellen +10 Bereichen [1] entsprechen, dargestellt.

Alle vier Summenregeln sind innerhalb ihrer Fehler an der 7-Massenskala erfiillt. Allerdings
sind die Fehler aufgrund des kleinen Phasenraumfaktors in der Nihe der 7-Masse, der bei den
Spektralfunktionen im Nenner steht, sehr grofl. Eine Ausnahme bildet die DMO-Summenregel,
in der die Spektralfunktionen bei hohen s-Werten durch einen 1/s-Faktor unterdriickt werden.
Bei sg = m? liefert Gleichung (7.31) den Wert:

I3(m?) = (26.3+1.8) - 1073, (7.33)

wobei der Fehler alle experimentellen und systematischen Unsicherheiten enthélt.

7.8.1 Polarisierbarkeit des Pions

Die elektrische Polarisierbarkeit ar des geladenen Pions gibt an, wie grof3 das elektrische Dipol-
moment p des Pions unter Einflul eines dufleren elektrischen Feldes E ist:

p = agE. (7.34)
Die mit diesem Dipolmoment verkniipfte potentielle Energie
V = —apE? (7.35)

verdndert die Amplitude des Prozesses vy — 77, die in [84] unter Ausnutzung der DMO-
Summenregel 7.31 berechnet worden ist.

Unter der Annahme, daf§ die DMO-Summenregel, die in Abbildung 7.20 (c) dargestellt ist,
bei der 7-Masse bereits ihren asymptotischen Wert erreicht hat, kann umgekehrt, entsprechend
eines Vorschlags in [85], die elektrische Polarisierbarkeit des geladenen Pions aus ihrem Wert

bestimmt werden: )
I
o = — <<’"“> 3). (7.36)

Mt 3 _fT%

Mit dem Ergebnis aus dem vorhergehenden Abschnitt (Gleichung (7.33)) erhélt man:
ap = (2.71 £ 0.88) - 10~* fm?, (7.37)

in guter Ubereinstimmung mit dem in [85] abgeleiteten Wert ap = (2.64 & 0.36) - 10~ fm3.

3 Diese Definitionen von Fa und f2 unterscheiden sich um einen Faktor 1/2 von den Definitionen in [1].
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Messungen der Spektralfunktionen des Vektor- und Axialvektorstroms mit hadronischen 7-
Zerfallen, die zwischen 1990 und 1995 mit dem OPAL-Detektor bei LEP aufgezeichnet wur-
den, und deren Anwendungen in der QCD sind in dieser Arbeit vorgestellt worden.

Im Rahmen dieser Analyse ist eine neue Methode entstanden, um neutrale Pionen in ha-
dronischen 7-Zerfiillen zu rekonstruieren. Eine Entfaltungsmethode, die die Korrelationen der
gemessenen Spektren in den Zerfallskandlen 7 — v, + X, mit X = 770, 727%, 737°, 37, 37x°
und 3727° beriicksichtigt, ist, basierend auf der in [63] vorgestellten Methode, entwickelt und
zur Korrektur der Spektren angewandt worden.

Im Rahmen der Operator-Produkt-Entwicklung ist eine simultane Bestimmung fundamenta-
ler QCD-Parameter, wie der starken Kopplungskonstanten o und dem Gluonkondensat (%= GG),
durchgefiihrt worden.

Fiir die Summe der spektralen Momente der hadronischen Verzweigungsverhéltnisse des 7-
Leptons in nicht-seltsame Vektor- bzw. Axialvektormesonen R’ﬁfv (m2) + R’f_l 1(m2) ist eine weit-
gehende Neutralisierung der nicht-perturbativen Korrekturen beider Strome festgestellt worden.
Zusammen mit dem Verzweigungsverhéltnis B(7 — puv,v,-) des 7-Leptons in ein Myon und
Neutrinos und der Lebensdauer 7. des 7-Leptons konnte aus diesen Momenten die starke Kopp-
lungskonstante prézise bestimmt werden. Unter Einsatz der sogenannten ,,Contour Improved
Perturbation Theory“ fiir die perturbativen QCD Rechnungen ist der Wert

as(m2) = 0.348 + 0.009xp & 0.019pe0

bei der 7-Masse und
as(m%) = 0.1219 £ 0.0010exp £ 0.0017¢heo

bei der Z°-Masse gemessen worden, wobei der erste Fehler experimentellen Unsicherheiten, die
durch die Verzweigungsverhéltnisse dominiert werden, entspricht und der zweite Fehler theore-
tische Unsicherheiten, die durch unbekannte héhere Ordnungen (~ O(a?)) in den perturbativen
Entwicklungen von R’T“fv /A dominiert werden, abdeckt. Die, mit der sogenannten , Fixed Order
Perturbation Theory“ bzw. der ,,Renormalon Chain Perturbation Theory“ anstelle von CIPT
gewonnenen Werte fiir as(m3), sind 2.3 % bzw. 4.1 % kleiner als der mit CIPT bestimmte Wert.

Der Beitrag nicht-perturbativer Korrekturen zu Ry (m2) (R, a(m2)) ist zu (1.6 + 0.4) %
((—2.34+0.4) %) bestimmt worden, wihrend fiir die Summe R,y (m2) + R, a(m2) nicht-pertur-
bative Beitridge von nur (—0.3 £ 0.4)% gefunden wurden. Hier enthalten die Fehler alle experi-
mentellen und theoretischen Unsicherheiten.

Unter der Annahme, dafl die Operator-Produkt-Entwicklung auch fiir Energieskalen unter-
halb der 7-Masse giiltig ist, ist das Laufen der starken Kopplungskonstanten zwischen sy ~
1.3GeV? und sg = m?2 getestet worden. Die mit CIPT gemessenen Werte fiir ag(sg) in diesem
Intervall stimmen sehr gut mit der Vorhersage der 4-Schleifen-G-Funktion iiberein.

Die Giiltigkeit von QCD-Summenregeln, in die die Differenz der Spektralfunktionen fiir den
Vektor- und den Axialvektorstrom eingehen, wurde getestet und fiihrte zu einer Messung der
elektrischen Polarisierbarkeit des Pions ag = (2.7140.88)-10~* fm® mit der Das-Mathur-Okubo-
Summenregel.

Die hier vorgestellten Resultate sind von der OPAL-Kollaboration [86] publiziert worden.
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