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&P Definitionen

A

— Es gibt kontravariante, «*, und kovariante, «,, Vierer-Vektoren mit p = 0,1, 2, 3.

E
E 2 .
pH = . | = Pr 1 o+ = ot |, mit VEC%
p Dy -V "
Pz
1 0 0 0
: 0o -1 0 0 Metrischer
a, — a’ mit: HY — =
wo= G g Juv 0 0 —1 0 Tensor
0 0 0 —1
E 0
= = : o, = 9t
— Skalarprodukt: a-b = a*b, = a,b* =agbg — a-b
. . . N 82 . 82 _
— Beispiele: p-p=p#p, = E? — p?2 :m(z), ot o, = 552 — V? = 512 — A =10
Betragsquadrate von Vierer-Vektoren sind invariant unter Lorenztransformationen.
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’.i;!? Operatoren und Kommutatoren

— Der Operator A Uberfihrt eine Funktion & eines Funktionenraumes
in eine andere Funktion &’: P’ = AP
— Die Summe zweier Operatoren: ' =(A+ B)® = AP + BP

— Im allgemeinen ist das Produkt zweier Operatoren nicht vert auschbar

' = (A-B)® = A (B®) # B- (AD)

— Dies legt die Definition des Kommutators nahe: [A,B] = AB — BA

— Wenn der Kommutator verschwindet [A, B] = 0, Iistdie Reihenfolge
der Anwendung egal, da AB = BA.

— Ein Beispiel: A= f(x) = f, B =

— Die Berechnung erfolgt durch Anwendung auf eine Funktion

:13

[AaB](I):fa <I>——f<I> fa _(af)q) fam
= [f@), & | =—-5¢
Kommutatoren sind sehr wichtige Hilfsmittel der Quantenme chanik.
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Eigenwertgleichung und wichtige Operatoren

i
\
&

— Falls die Funktion & Eigenfunktion zum Operator E mit dem Eigenwert E ist gilt:
E®=E®
— Beispiel: P = e HFt—P") und E = i2
= E®=i(—iE)®=E®
— Die monochromatische ebene Welle & ist Eigenfunktion zum Energie-Operator
mit der Teilchen-Energie als Eigenwert.
— Analog qilt: P=—-tV=>pP=(—t)(—)(—p)=pP
— Der vierdimensionale Energie-Impuls-Operator ist damit’ N a— (i%, —1V) = 19M.
— Diese Operatoren, zusammen mit der nicht-relativistische n Energiebeziehung,

2

_ 1 2 __
E = Em’v = 2p—m,
fuhren auf die Schrédinger-Gleichung fir ein nicht-relati vistisches, freies Teilchen:
~ ~2 2
(BE-2.)e=(E-L,)®=0
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WP s-Matrix Formalismus

A

— Die S-Matrix beschreibt den Ubergang eines Anfangszustand S ¢ = initial in einen
Endzustand f = final.
— Zustandsvektor im Hilbert-Raum: |2 ) = | Ort, Impuls, Masse, Spin, Ladung, ... )
— Transformationen der Zustande: S|i) = |7 ), und (| =(i|ST, (bra|...|ket)
Matrixelemente: S¢; = (f|S|2) = (f|7)
Erhaltung der Norm: (4’ |%' ) = (i |STS|+) = (4|4 ) <> Unitaritat von S.
Unitaritat: SST = 1 mit S}i =8 <« St=s5"1
Unitare Transformation: U|4+) = |2) und S = USU?

Invarianz unter U: ( f|S|z) = (F|UTUSUIU|i) = (£|S]|i)

— Zusammen mit der goldenen Regel der Quantenmechanik erlaub t die S-Matrix

die Berechnung von Wirkungsquerschnitten, z.B. gilt flr 1+2— 34 4:

1
(o2 :f 2512 |sz|2dL

mit dL = Phasenraumelement der auslaufenden Teilchen und Tp; o< Sy,

Die Untersuchung der Symmetrien der S-Matrix gibt Einblick in die Wechselwirkungen.
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S-Matrix und Noether-Theorem

— Untersuche S-Matrizen mit: S=USU' =8 & SU=US <& [S,U]=0

— Trafo: U =1 4+ idaF, do = infinitesimale Verschiebung, F = Generator der Trafo.

damitt 1 =UU' = (1 4 idaF) (1 — idaF') =1+ ida (F — F') + da®FF"
Dies gilt fiir beliebige de, also muss F hermitesch sein, F = FT.

—Aus 0=[S,U]=][S,1+ idaF] folgt [S,F] = 0, und damit ergibt sich
(FILS, F]|i) =(fI|SF|i) — (F|F'S|i) = [nr (i) — nr ()] Sy:s =0,
< nr (i) = nr(f) fur Eigenzustadnde von F'. Das bedeutet, wenn der Kommutator

von S mit einem hermiteschen Operator F verschwindet, ist nr ist eine Erhaltungsgrofie!

— Beispiel Verschiebunginz: U =1 + 4dzF, mit dao = dz
Ulz)=|z4+dz)=|z)+ idzE.|z)
= F|z)=7; (lz4+dz) — |2)) = —igs|z) = Pz| 2)
— Aus der raumlichen Translationsinvarianz ~ folgt die Impulserhaltung !

— Aus der zeitlichen Translationsinvarianz ~ folgt die Energieerhaltung !
— Aus der Rotationsinvarianz folgt die Drehimpulserhaltung !

Noether-Theorem: FUr jede kontinuierliche Symmetrie exis tiert ein Erhaltungssatz.
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Lagrange-Formalismus - nicht relativistisch klassisch

A

— Die Klassische Wirkung: S = fttf dtL(q,q), L =Lagrange-Funktion,

mit der generalisierten Koordinate  g(t) und der gen. Geschwindingkeit  q(t) =

— Variationsprinzip: 8S = 5ftt12 dt L(q,q) = 0 mit den Zwangsbedingungen dq(t1,2) = 0.

0= 05 =77 at|(5) o0+ (55) od = fif e [(55) — (e 53] 0a

2
. _ d t AL\ 5. _ oL t d 8L
— Das Resultat ist die Lagrange-Gleichung: 3—{; — 4 ‘9—{; =0
— Beispiel: Ein Teilchen im Potential V(x): =T —V =imi? — V(x)
OL _ L _ _ 0V _ p

g=a und g=

Der Lagrange-Formalismus liefert die Bewegungsgleichung
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* Lagrange-Formalismus - relativistisch quantenmechanisc

A

— Die Wirkung: S = fttlz dt [ Bz L(P(x),8,P(x)) = [ diz L(®(x),8,P(x))

— Variationsprinzip: 6S = 6 [ d*z L(®(x), 8, P(x)) =0

— Eine analoge Rechnung liefert als Resultat die Lagrange-Gl eichung

oL oL _
58(z) — (a(a,l,@(m))> =0

— Beispiel: Ein relativistisches spinloses freies Teilchen der Masse m

c=1 [(8“@(33))2 _ m2<1>2(a,=)}

oL . 2
0P (x) o () Die Klein-Gordon-Gleichung
or B (O +m?) ®(x) =0
O (a(a,,,«1>(:::))> = Ou0®(2)

Wieder liefert der Lagrange-Formalismus die Bewegungsgle ichung.
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&b Die Klein-Gordon-Gleichung

L

— Die Klein-Gordon-Gleichung (0 4+ m?) &(x) = 0 | erfillt den relativistischen Energiesatz.

0= (E?—p? —m?) ®(x) = (i%)2 — (—iV)? — m2| ®(x) = (O+m?2) &(x) +/

— Frage: Ist dies die Bewegungsgleichung relativistischer,
geladener, massiver Teilchen mit Spin?
1) Die Gleichung ist linear und homogen, und damit ist die Lin earkombination
P = \1P; + A2P2 LOsung der Gleichung, falls &3 und ®2 Losungensind. +/

2) Allerdings ist sie quadratisch in der Zeit. Damit ist die F orderung, dass das physikalische
System durch die Wellenfunktion zur Zeit ¢ = 0 bestimmt sein soll, verletzt. Die Kenntnis
der Wellenfunktion zur Zeit Null reicht nicht aus, um die Ent wicklung zu bestimmen. &

3) Zwei Ladungszustande kénnen durch die Wahl einer komplex en Wellenfunktion &* (x) im
Real- und Imaginarteil der Wellenfunktion realisiert werd en. i/

4) Die Freiheitsgrade sind Energie und Impuls, und es ist kei n Platz fir den Spin. ©

Antwort: Nein

Wir mussen nach einer Gleichung suchen, die linear in den Abl eitungen ist.
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&P Die Dirac-Gleichung

A

— Aus der Lagrange-Dichte: L=V (iv*8, —m)¥(x) mit ¥ =Ti(x)y® und

- ' - _oL oL —
der Lagrange-Gleichung: 5% (2) O (a(a,,,\p(m))) =0
folgt die Dirac-Gleichung: (iv*0 — m)¥(x) =0
— 4-komponentiger Spinor: ¥ (x) => Die DG beschreibt vier Freiheitsgrade

— Die v Matrizen: ~° = ( é 0 > = ( 0 c:)i ) hangen von den

: : 1 —1 1 0
Pauli Matrizen: o1 = 0 , O2 = O v , O3 = ab.
1 O 1 0 o -1

Die Dirac-Gleichung ist invariant unter Lorentz-Transfor mationen.
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L=

L

WP Eine spezielle Losung der Dirac-Gleichung

Betrachte ein ruhendes Teilchen: p=0
Damit ergibt sich fur die Dirac-Gleichung: 7:70% — m) Y(x) =0
Dieses System hat vier linear unabhangige Losungen: v, mit +=1,2,3,4.
1 0
0 | _is 1 it . ~
v, = 0 e mt. Yo = 0 e 'm mit EWvY,2 = ’I, \111 2 = +mW¥q 2
0 0
0 0
0 | _Lime 0 | ime .
Y3 = 1 eTrm v,y = 0 erTrmt, mit E\I’34—'L \I!34_—m\1134
0 1
| ¥1) =|E=+4m,T ), | ¥2) =|E=+m,]),
Die vier Freiheitsgrade:
| ¥3) =|E=—m,T), | Pa) =|E=—m,]).

Die Dirac-Gleichung beschreibt Teilchen/Antiteilchen un d Spin up/down.
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W% Eichinvarianz der Maxwell-Gleichungen

—

0 -~ B=VXA

B = .

" _ y . 8A
(Z)VXE:—8—§ :>0=VXE—I—%<VXA>=VX<E+—t>EVXV(—V)
B VE=p N g
4 VxB=j+2E U

- oA
Eichtransformation: A’=A4+VA und V' =V 24 mit A=At
Felder invariant da: [%,V} =0 und V X VA=0,fluralle A
B'"=VXA'"=VXA4+VXVA=B
=y A’ __ A 8A 5, B
E'=-vv 24 — _gyvi _84_ 0 gp_F
Ladungserhaltung: 90 + Vj =
Aus (3) und (4): %—FVEZ%VE’-%V(VXB') —V%—fzo.

Die Eichinvarianz der Maxwellgleichungen hat weit reichen de Konsequenzen.
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Kovariante Formulierung der Maxwell-Gleichungen

— Wegen der Lorentz-Invarianz der MG bietet sich eine kovaria  nte Formulierung an.

0 —FEn —E2 —E3
v =grAr —gran=| o+ 0 —Bs B
Eo B3 0 — B
Es —DBo By 0
— Vektorpotential: A* = (V, A) und Eichtransformation: ART = AH 4 BHA
— Die inhomogene Maxwellgleichungen ergeben sich aus
VE=p, und VXB=7+ %—? mit ¥ = (p,j) zu:

j¥ = 8, FH = (8,0* AY — 8,8 A*) = DAY — & (8, AM)

— Die Ladungserhaltung:

Oj" = 0,0, F* =0

— Die Wellengleichung flr ein masseloses freies Photon

Oy A* = 0 lautet: OAY =0

j¥ = 0in Lorentz-Eichung

KG-Gleichung mit m = 0.

Die kovariante Formulierung ist fUr relativistische Rechn

ungen besser geeignet.
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@ Eichtransformationen freier Felder

_ Ladungserhaltung Wechselwirkung mit Photonfeld

Die Forderung nach lokaler Eichinvarianz erzwingt ein mass eloses Eichboson.
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Globale Eichtransformation

— Physikalische Observablen sind Erwartungswerte von Opera toren O und

werden durch (O) = (W |O| ¥ ) berechnet, z.B. (p) = (¥ |p|¥) = p(¥ |¥) = p.

— Eine Globale Phasentransformation: | ¥’ ) = &' | ¥ )

— Invarianz der Erwartungswerte: (%’ |O| ¥’ ) = (¥ |e A Ot | ¥ ) = (W |O| T )

— Auch die Bewegungsgleichungen sind invariant.

— Beispiel Dirac-Gleichung: YO, ¥ = m¥’
i7" 8, et AT = melr T
eNiyt 9, ¥ = etAmP

Y OY = mP 4

— Betrachte den Ladungsoperator: QI¥)=gq|P) mit U=éAQ.
Wegen e* =322 27 =1+a+... ist P9 =1+iAQ+...

Anwendung auf | ¥) liefert e*AQ| W) = M| ¥ )undwegen [S,U] =0

folgt die Ladungserhaltung: [S,Q] = 0.

Die globale Eichinvarianz fuhrt zur Erhaltung der Ladung
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AN
Lokale Eichtransformation

A

— Eine lokale Eichtransformation: P = etdM (@)
In Dirac-Gleichung: YO,V = mW’
yH Oy [eiqA(‘”)\I’] =m [eiqA(w)\Il]
et @) i~ (8, + iq (9, A(x))] T = ! IM @) mP
— Der Term  ig9, A(x) erinnert an die Eichfreiheit der Maxwell-Gleichungen,

deswegen versucht man einen Ansatz fur ein geladenes Teilch en im Feld.

E— FE+ qV . .
1 } P, =pu +9Ay = Dy =08, —igA, da pu = 1i0,.

D, = 8, — iqA,, = 8y — iqA, — iqI, A(x)

P — P+ qA

In Dirac-Gleichung: iyt D, e @) T = mettr (@) g
et 1M @) iyl [8), + iq (A () — iqAy, — iq (OuA(x))] ¥ = M@ mP
etaM (@) jyk D, U = 9T mPp

Invarianz der Dirac-Gleichung erreicht man nur mit den simu Itanen Transformationen

P = M=) ¥ und Dy, = Dy — iq8, A(x).

Die lokale Eichinvarianz erzwingt die Wechselwirkung mit d em Photonfeld.
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WP Die Paritatstransformation

A

— Spiegelung am Ursprung: |7’ )Y =P|7¥)=—|7) und |¥)=P|t)=|t).
— Das Transformationsverhalten einiger Variablen:
Skalar: P|E) = |E), Axialvektor:  P|L) = P|7Xx p) = (—1)?|L) = | L)
Vektor:  P|7) = —| ), Pseudoskalar:  P|A) = P| % Yy = —|A),
Kugelwellenfunktionen: PY;™(0,¢) = (—1}Y;™ (0, ¢)

— Teilchen kdnnen Eigenzustande zur Paritat sein.
Esgitt Pli) =np(d)|i) und P2|i) =np()np(d)|i) =|i) = np(i) ==+l
— Fur Fermionen und Antifermionen wird np(f) =1 und np(f) = —1 festgelegt.
— Die Paritat ist eine multiplikative Quantenzahl.
— Beispiele zusammengesetzter Systeme:
Baryonen (1 =0): P|qqq) =13|qqq) = +1|qqq)
Antibaryonen ( L = 0):  P|ggqq) = (—1)°|qqq) = —1|3aq)
Meson (1 #0):  Plgg) =1-(-1)-(—=1)'|qd) = (—=1)'*"|qq)

Die Paritat ist nicht in allen Wechselwirkungen erhalten.
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Die Ladungskonjugation oder C-Paritat

A

— Die Ladungskonjugation Cle” ) =nc(e”)|et ) transformiert Teilchen in Antiteilchen.
— Man definiert fur Fermionen, nc (f) = 1, und fur Antifermionen, nc(f) = 1.

— Die C-Paritat ist eine multiplikative Quantenzahl.

— In elektromagnetischen Wechselwirkungen ist nc eine ErhaltungsgrofRe, [S,C] = 0.

— Ungeladene Teilchen kbnnen Eigenzustande zur C-Paritat se  in.

— Die C-Paritat des Photons und des neutralen Pions, #°:

1) Da das ~ an die Ladung koppelt gilt fir die Amplitude: (e~ |Sle” )= —(et~|S|et).
2) (e |Sle” ) = (e v |CTSCle™ ) =n¢ (e )nc(v){et~v|S|et ) =nc(v){et~v|S|et)
nc(vy) = —1| undfurdas #°gqilt: C|#°) = C|2v) = (—1)*|2v), |[nc(=") = +1
— Wegen der Erhaltung der C-Paritat existiert der Zerfall 70 — 3~ also nicht.

— Die Erhaltung der C-Paritéat ist eine nitzliche Eigenschaft z.B. im Zerfall n —» 7 7t =°
Esgilt: (m wnt#n%|S|n)=(r"ntx0|CTSC|n) = (xTn"=°|S|n)

Der Zustand wird in sich selbst Gberfuhrt. Dies bedeutet abe r, dass die Winkelverteilung
von =+ und 7 identisch sein muss, was experimentell bestatigt wurde.

Auch die C-Paritat ist nicht in allen Wechselwirkungen erha lten.
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'i:;!? Die Zeitumkehr

— Die Zeitumkehr dreht den zeitlichen Ablauf einer Reaktion u m. FUr ein
Elementarereignis folgt also: TI14+2—>3+4)=|34+4—>142)
— Zeitumkehrtrafo: T|7,t)=|7,—t)

— Beispiele: Impuls:  T|p)=—|p) da p=494T
Drehimpuls: T|L)=T|m#7x g) = —|L)

Helizitat: T|A) = |X)
— Makroskopisch gilt T-Invarianz nur fur Ereignisse ohne Ent ropieanderung.
Das Zerbrechen einer Flasche lal3t sich auch durch Zeitumkeh I nicht reparieren.
— Mikroskopisch fuhrt das Studium der Zeitumkehr-Transform ation zum Prinzip des
detaillierten Gleichgewichts.

— Dies fuhrt zum Beispiel fir 1 + 2 — 3 4 4 auf die folgende Relation:

do 2

g6 (1+2—3+4) |lp3|“(2J(3)+1)(2J(4)+1) - > =g

ds? — —

42 (34+4—1+42)  [p1]?(2J1)+1)(2J(2)+1)’ mit  J=1L+5.
Die Zeit ist und bleibt eines der schwierigsten Konzepte der Physik.
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Die Invarianz der Wechselwirkungen
Wechselwirkung / Symmetrie C P CP CPT
startk | / + v
elektromagnetisch v VOV 4
schwach - - — v

— In der schwachen Wechselwirkung (sWW) gibt es sowohl C- als a uch P-Verletzung.

— An der sWW nehmen nur linkshéandige Teilchen teil STl P bzw. X = % = —|3].
Ein Neutrino: lv)=|v,A=—3
P-Verletzung: Plv,A=—3)=|v,A=+43) existiert nicht.
C-Verletzung: Clv,A=—1)=|p,A=—1%) existiert nicht.
CP-Transformation: CP|v,A=—3)=|p,A=+43%) existiert.

— Trotzdem ist CP in der sSWW verletzt. Dies wurde in Kaon- und B- Systemen gemessen.

Eine ausfuhrliche Diskussion der CP-Verletzung folgt spat er.
— Die CPT-Invarianz ist ein Eckpfeiler der Quantenfeldtheor ie. Sie hat weit reichende

Bedeutung, z.B. gilt damit my = mzund 7 = 7.

Die Symmetrien der Wechselwirkungen sind das Objekt vieler Untersuchungen.
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’g? Zusammenfassung

Aus der Erhaltung der Norm (i |4 ) = 1 folgt, dass die S-Matrix, die die Ubergange
eines Anfangszustands < = initial in einen Endzustand f = final beschreibt,
( f|S]%), unitar sein muss.

Kommutatoren [S, O] = SO — OS sind sehr wichtige Hilfsmittel der Quanten-
mechanik. Eigenwerte von hermiteschen Operatoren, die mit der S-Matrix

vertauschen, sind Erhaltungsgr  f3en.

Das Noether-Theorem, ’Fiir jede kontinuierliche Symmetrie existiert ein Erhaltungssatz.’, 1St ein
wichtiges Hilfsmittel zum Studium von Symmetrien.

Der Lagrange-Formalismus liefert die Bewegungsgleichung , er fihrt zum Beispiel auf
die Dirac-Gleichung.

Die Dirac-Gleichung ist invariant unter Lorentz-Tansform ationen und beschreibt

massive, relativistische Fermionen / Antifermionen mit ha lbzahligem Spin, up / down.
Die Eichinvarianz der Feldtheorie ist fundamental. Die glo bale Eichinvarianz fihrt zur
Erhaltung der Ladung und die lokale Eichinvarianz erzwingt die Wechselwirkung mit
dem Photonfeld.

C-, P- und T-Invarianz sind nicht in allen Wechselwirkungen gegeben, aber die CPT-
Invarianz ist ein Eckpfeiler der Quantenfeldtheorie undau s ihr folgt my = my und
Tf = Tf-
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